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5. íîïçïõçïìøîùå òáúâéåîéñ.

ëÏÎÅÞÎÙÍ ÇÒÁÆÏÍ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï X, ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÐÒÉËÌÅÉ×ÁÎÉÅÍ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉ-
ÓÌÁ ÏÔÒÅÚËÏ× (ÒÅÂÅÒ) Ë ËÏÎÅÞÎÏÍÕ ÞÉÓÌÕ ÔÏÞÅË (×ÅÒÛÉÎ), ÐÒÉÞÅÍ ËÁÖÄÙÊ ËÏÎÅÃ ÒÅÂÒÁ ÐÒÉËÌÅÉ×ÁÅÔÓÑ ÒÏ×ÎÏ Ë
ÏÄÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÅ, Á ÔÏÞËÉ ×ÎÕÔÒÉ ÒÅÂÅÒ ÎÉËÕÄÁ ÎÅ ÐÒÉËÌÅÉ×ÁÀÔÓÑ. íÎÏÇÕÇÏÌØÎÙÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅÍ ÉÌÉ ÔÅÓÓÅÌÑÃÉ-
ÅÊ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÐÒÉËÌÅÉ×ÁÎÉÅÍ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÏ×
(ÇÒÁÎÅÊ) Pk1 ; : : : ; Pkm (ÚÄÅÓØ Pi | ÐÒÁ×ÉÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉË Ó i ≥ 1 ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ) Ë ËÏÎÅÞÎÏÍÕ ÇÒÁÆÕ, ÐÒÉÞÅÍ
×ÎÕÔÒÅÎÎÏÓÔØ ËÁÖÄÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ ÐÒÉËÌÅÉ×ÁÅÔÓÑ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ Ë ×ÎÕÔÒÅÎÎÏÓÔÉ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÏÇÏ
ÒÅÂÒÁ ÇÒÁÆÁ, Á ×ÅÒÛÉÎÁ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ | Ë ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÍÕ ËÏÎÃÕ ÜÔÏÇÏ ÒÅÂÒÁ (ÕÔÏÞÎÉÔÅ!).

åÓÌÉ X | ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÏÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ, ÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï k-ÃÅÐÅÊ Ck(X;Z=2Z) (k = 0; 1; 2) | ×ÅËÔÏÒÎÏÅ
ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ Z=2Z ÉÚ Ä×ÕÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÂÁÚÉÓ × ËÏÔÏÒÏÍ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÐÒÉ k = 0 | ×ÅÒÛÉÎÙ, ÐÒÉ
k = 1 | ÒÅÂÒÁ, É ÐÒÉ k = 2 | ÇÒÁÎÉ; ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÐÕÓËÁÔØ Z=2Z × ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ. äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ @1 : C1(X) →
C0(X) ÓÏÐÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ËÁÖÄÏÍÕ ÒÅÂÒÕ ÓÕÍÍÕ ÅÇÏ ËÏÎÃÏ×; ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ @2 : C2(X) → C1(X) ÓÏÐÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ
ËÁÖÄÏÊ ÇÒÁÎÉ ÓÕÍÍÕ ÒÅÂÅÒ, Ë ËÏÔÏÒÏÊ ÐÒÉËÌÅÉ×ÁÀÔÓÑ ÅÅ ÓÔÏÒÏÎÙ (ÅÓÌÉ Ë ÒÅÂÒÕ ÐÒÉËÌÅÉ×ÁÀÔÓÑ ÎÅÓËÏÌØËÏ
ÓÔÏÒÏÎ ÄÁÎÎÏÊ ÇÒÁÎÉ, ÔÏ ÏÎÏ ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÁÚ).
úÁÄÁÞÁ 1. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ @1 ◦ @2 = 0. Â) ðÕÓÔØ X ÌÉÎÅÊÎÏ Ó×ÑÚÎÏ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ v1 + · · · + vN ∈ C0(X)
(ÇÄÅ ×ÓÅ vi | ÐÏÐÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ×ÅÒÛÉÎÙ X) ÌÅÖÉÔ × ÏÂÒÁÚÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ @1(X) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ
N ÞÅÔÎÏ. ×) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁÂÏÒ ÒÅÂÅÒ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ X Ñ×ÌÑÅÔÓÑ 1-ÃÉËÌÏÍ (ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÑÄÒÕ
ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ @1) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ Ë ËÁÖÄÏÊ ×ÅÒÛÉÎÅ ÎÁÂÏÒÁ ÐÒÉÍÙËÁÅÔ ÞÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÐÏÌÕÒÅÂÅÒ
(Ä×Á ÐÏÌÕÒÅÂÒÁ ÍÏÇÕÔ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔØ ÏÄÎÏÍÕ É ÔÏÍÕ ÖÅ ÒÅÂÒÕ).

÷ÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á (ÎÁÄ Z=2Z) H0(X) def= C0(X)= Im @1, H1(X) = Ker @1= Im @2 É H2(X) = Ker @2
ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÇÏÍÏÌÏÇÉÑÍÉ ÔÅÓÓÅÌÑÃÉÉ X.
úÁÄÁÞÁ 2. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÙÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ, ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÙÅ Á) ÂÕËÅÔÕ k ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ, Â) ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍÕ
ÇÒÁÆÕ, ×) ÓÆÅÒÅ S2, Ç) ÂÕËÅÔÕ k ÓÆÅÒ, Ä) ÓÆÅÒÅ Ó g ÒÕÞËÁÍÉ, Å) ÌÅÎÔÅ íÅÂÉÕÓÁ, Ö) RP 2, Ú) ÂÕÔÙÌËÅ ëÌÅÊÎÁ, É
×ÙÞÉÓÌÉÔÅ ÉÈ ÇÏÍÏÌÏÇÉÉ. ÷ ÓÌÕÞÁÑÈ 2Â É 2Ú ÐÏÓÔÒÏÊÔÅ ÐÏ ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ 2 ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ É ÕÂÅÄÉÔÅÓØ,
ÞÔÏ ÉÈ ÇÏÍÏÌÏÇÉÉ ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ.
úÁÄÁÞÁ 3. üÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÎÁÄ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÙÍÉ ÒÁÚÂÉÁÎÉÑÍÉ: Á) ÐÏÓÔÁ×ÉÔØ ÎÁ ÒÅÂÒÅ ÎÏ×ÕÀ ×ÅÒ-
ÛÉÎÕ; Õ ÐÒÉÍÙËÁÀÝÉÈ Ë ÒÅÂÒÕ ÇÒÁÎÅÊ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ Õ×ÅÌÉÞÉ×ÁÅÔÓÑ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÓÔÏÒÏÎ; Â) ÒÁÚÄÅÌÉÔØ ÓÕ-
ÝÅÓÔ×ÕÀÝÕÀ ÇÒÁÎØ ÎÁ Ä×Å, ÓÏÅÄÉÎÉ× Ä×Å ÅÅ ×ÅÒÛÉÎÙ ÎÏ×ÙÍ ÒÅÂÒÏÍ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ
ÏÐÅÒÁÃÉÑÈ ÇÏÍÏÌÏÇÉÉ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÎÅ ÍÅÎÑÀÔÓÑ.

úÁÄÁÞÁ 4. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ dimC0(X)−dimC1(X)+dimC2(X) = dimH0(X)−dimH1(X)+dimH2(X) def= �(X)
ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ X.
õËÁÚÁÎÉÅ. ðÒÉ ÖÅÌÁÎÉÉ ÍÏÖÅÔÅ ÄÏËÁÚÁÔØ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ËÏÍÐÌÅËÓÁ
ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ÎÁÄ ÌÀÂÙÍ ÐÏÌÅÍ.

íÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÏÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ (ÚÁÍËÎÕÔÏÊ) ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔØÀ, ÅÓÌÉ
• Ë ËÁÖÄÏÍÕ ÒÅÂÒÕ ÐÒÉÍÙËÁÅÔ ÒÏ×ÎÏ Ä×Å ÓÔÏÒÏÎÙ ÇÒÁÎÅÊ (ÒÁÚÎÙÈ ÉÌÉ ÏÄÎÏÊ É ÔÏÊ ÖÅ | ÎÅ×ÁÖÎÏ),
• ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ v ×ÈÏÄÑÝÉÅ × ÎÅÅ ÐÏÌÕÒÅÂÒÁ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÙ ÔÁË, ÞÔÏ ÓÏÓÅÄÎÉÅ × ÃÉ-

ËÌÉÞÅÓËÏÍ ÐÏÒÑÄËÅ ÐÏÌÕÒÅÂÒÁ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÏÄÎÏÊ ÇÒÁÎÉ.
úÁÄÁÞÁ 5. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ X | ÌÉÎÅÊÎÏ Ó×ÑÚÎÁÑ ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔØ, ÔÏ dimH0(X) = 1 É dimH2(X) = 1.

ãÅÐØ ûÔÉÆÅÌÑ{õÉÔÎÉ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ×ÓÅÈ ÒÅÂÅÒ ÎÁ ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔÉ X, ÔÁËÉÈ ÞÔÏ Ä×Å ÐÒÉÍÙËÁÀÝÉÈ Ë ÒÅÂÒÕ
ÇÒÁÎÉ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔ ÎÁ ÎÅÍ ÏÄÎÕ É ÔÕ ÖÅ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÀ (ÕÔÏÞÎÉÔÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ!).
úÁÄÁÞÁ 6. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÃÅÐØ ûÔÉÆÅÌÑ{õÉÔÎÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÃÉËÌÏÍ. Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÉÚÍÅÎÅÎÉÉ
ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÉ ÌÀÂÏÊ ÇÒÁÎÉ (ÕÔÏÞÎÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÔÁËÏÅ!) ÃÉËÌ ûÔÉÆÅÌÑ{õÉÔÎÉ ÚÁÍÅÎÑÅÔÓÑ ÎÁ ÇÏÍÏÌÏÇÉÞÎÙÊ.
×) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÌÁÓÓ w1(X) ÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ÃÉËÌÁ ûÔÉÆÅÌÑ{õÉÔÎÉ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÐÒÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÏÐÅÒÁÃÉÑÈ
ÎÁÄ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÙÍÉ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑÍÉ.
õËÁÚÁÎÉÅ . éÚÍÅÎÅÎÉÅ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÉ ÇÒÁÎÉ | ÜÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÅ (ÕÔÏÞÎÉÔÅ, ËÁËÏÅ!) ÉÚÍÅÎÅÎÉÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ,
ÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÏÍ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉË Pk ÐÒÉËÌÅÉ×ÁÅÔÓÑ Ë ÇÒÁÆÕ.

ðÕÓÔØ a É b | Ä×Á ÃÉËÌÁ ÎÁ ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔÉ X, ÎÅ ÉÍÅÀÝÉÅ ÏÂÝÉÈ ÒÅÂÅÒ, É v | ÉÈ ÏÂÝÁÑ ×ÅÒÛÉÎÁ. òÁÚÏÂØÅÍ
ÐÏÌÕÒÅÂÒÁ ai × a, ×ÈÏÄÑÝÉÅ × ×ÅÒÛÉÎÕ v, ÎÁ ÐÁÒÙ (ÜÔÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÐÏ ÐÕÎËÔÕ 1×), É ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ÓÄÅÌÁÅÍ
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Ó ÃÉËÌÏÍ b. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ∞(a; b; v) ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï mod2 ÐÁÒ ÐÁÒ (sic!) (ai; aj) É (bk; bl) ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ × ÞÅÔ×ÅÒËÅ
ai; aj ; bk; bl ÐÏÌÕÒÅÂÒÁ, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÅ ÒÁÚÎÙÍ ÃÉËÌÁÍ, ÞÅÒÅÄÕÀÔÓÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ×
×ÅÒÛÉÎÅ v.
úÁÄÁÞÁ 7. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ∞(a; b; v) ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÐÏÌÕÒÅÂÅÒ × ×ÅÒÛÉÎÅ v ÎÁ ÐÁÒÙ. Â) ðÕÓÔØ
∞(a; b) = ∑

v∞(a; b; v) (ÓÌÏÖÅÎÉÅ × Z=2Z). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (a; @2G) = 0 ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ 2-ÃÅÐÉ G ∈ C2(X). ×) ðÕÓÔØ
�; � ∈ H1(X). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÅÓËÏÌØËÉÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÍÉ ÏÐÅÒÁÃÉÑÍÉ ÉÚ ÚÁÄÁÞÉ 3 ÍÏÖÎÏ ÄÏÂÉÔØÓÑ, ÞÔÏÂÙ
Õ ËÌÁÓÓÏ× ÓÍÅÖÎÏÓÔÉ �; � ÂÙÌÉ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔÅÌÉ a; b, ÎÅ ÉÍÅÀÝÉÅ ÏÂÝÉÈ ÒÅÂÅÒ (ÓÌÕÞÁÊ � = � ÎÅ ÉÓËÌÀÞÁÅÔÓÑ!).
Ç) ðÕÓÔØ �; � ∈ H1(X), É a; b | ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔÅÌÉ ËÌÁÓÓÏ× ÓÍÅÖÎÏÓÔÉ �; �, ÎÅ ÉÍÅÀÝÉÅ ÏÂÝÉÈ ÒÅÂÅÒ. äÏËÁÖÉÔÅ,
ÞÔÏ (�; �) def= (a; b) ∈ Z=2Z ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔÅÌÅÊ, É ÔÁË ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ (·; ·) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ
ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ (ÆÏÒÍÏÊ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÊ) ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ Z=2Z.
úÁÄÁÞÁ 8. Á) ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ ÆÏÒÍÕ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÊ ÄÌÑ ÔÅÓÓÅÌÑÃÉÊ ÉÚ ÚÁÄÁÞÉ 2, Ñ×ÌÑÀÝÉÈÓÑ ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔÑÍÉ. Â) äÏ-
ËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÊ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔÉ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÁ.
úÁÄÁÞÁ 9. ðÕÓÔØ X | ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔØ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Á) ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ � ∈ H1(X) ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï
(w1(X); �) = (�; �), ÇÄÅ w1(X) | ËÌÁÓÓ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÊ × ÚÁÄÁÞÅ 6; Â) (w1(X); w1(X)) = �(X) mod 2, ÇÄÅ �(X)
ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ × ÚÁÄÁÞÅ 4.


