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ëÒÁÔËÏÅ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ. ôÅÏÒÅÍÁ âÒÁÕÜÒÁ. óÔÅÐÅÎØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ. ïÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÙÅ ÇÏÍÏÌÏÇÉÉ.

ôÅÏÒÅÍÁ 1 (âÒÁÕÜÒÁ). ìÀÂÏÅ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ n-ÍÅÒÎÏÇÏ ÛÁÒÁ × ÓÅÂÑ ÉÍÅÅÔ ÎÅÐÏÄ×ÉÖÎÕÀ ÔÏÞËÕ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ Bn | n-ÍÅÒÎÙÊ ÛÁÒ, f : Bn → Bn | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÂÅÚ ÎÅÐÏÄ×ÉÖÎÏÊ ÔÏÞËÉ. ôÏÇÄÁ
ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ F (x) ÔÏÞËÕ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÌÕÞÁ Ó ÎÁÞÁÌÏÍ × ÔÏÞËÅ f(x), ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÇÏ ÞÅÒÅÚ x, Ó ÇÒÁÎÉÃÅÊ ÛÁÒÁ
@B = Sn−1. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ F | ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Bn → Sn−1, ÐÒÉÞÅÍ F (x) = x ÐÒÉ x ∈ Sn−1.

ðÕÓÔØ � : Sn−1 → Bn | ÔÁ×ÔÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ×ÌÏÖÅÎÉÅ. ôÏÇÄÁ F ◦ � = idSn−1 , ÏÔËÕÄÁ F∗ ◦ �∗ = idHn−1(Sn−1), Ô.Å.
ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Z→ Z. îÏ F∗ ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ Hn−1(Sn−1) × Hn−1(Bn) = 0 | ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ. ¤

ôÅÏÒÅÍÁ 2. åÓÌÉ m 6= n, ÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Rm É Rn ÎÅ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÙ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. âÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ m > n. åÓÌÉ Rm É Rn ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÙ, ÔÏ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÙ É ÐÒÏ-
ÓÔÒÁÎÓÔ×Á Rm \{0} É Rn \{0} (ÐÏÞÅÍÕ?). åÓÌÉ n = 1, ÔÏ ÜÔÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÎÅ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÙ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÐÅÒ×ÏÅ
ÌÉÎÅÊÎÏ Ó×ÑÚÎÏ, Á ×ÔÏÒÏÅ ÎÅÔ. ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ n > 1. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Rm \ {0} É Rn \ {0} ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉ ÜË×É-
×ÁÌÅÎÔÎÙ ÓÆÅÒÁÍ Sm−1 É Sn−1 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. îÏ ÜÔÉ ÓÆÅÒÙ ÎÅ ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ, ÐÏÓËÏÌØËÕ
Hn−1(Sn−1) = Z, ÎÏ Hn−1(Sm−1) = 0. ¤

ðÕÓÔØ f : Sn → Sn | ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ. ôÏÇÄÁ f∗ : Hn(Sn) → Hn(Sn) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ
Z→ Z, ÔÏ ÅÓÔØ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÎÁ ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ d, ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÅ ÓÔÅÐÅÎØÀ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f .

îÅËÏÔÏÒÙÅ ÏÞÅ×ÉÄÎÙÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÓÔÅÐÅÎÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ:
1) óÔÅÐÅÎÉ ÇÏÍÏÔÏÐÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÒÁ×ÎÙ (ÐÏÓËÏÌØËÕ f∗ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÐÒÉ ÇÏÍÏÔÏÐÉÑÈ). îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ

×ÅÒÎÏ É ÏÂÒÁÔÎÏÅ, ÎÏ ÍÙ ÜÔÏÇÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ ÎÅ ÂÕÄÅÍ.
2) óÔÅÐÅÎØ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÒÁ×ÎÁ 1.
3) óÔÅÐÅÎØ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ (ÏÂÒÁÚ ËÏÔÏÒÏÇÏ | ËÁËÁÑ-ÔÏ ÔÏÞËÁ a) ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ,

ÅÓÌÉ f(x) = a ÄÌÑ ×ÓÅÈ x ∈ Sn, ÔÏ f = ra ◦ �, ÇÄÅ � : Sn → pt | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Sn × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÉÚ
ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÉ, Á ra : pt → Sn | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÐÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÅ ÜÔÕ ÔÏÞËÕ × a. ôÏÇÄÁ f∗ = (ra)∗ ◦ �∗; ÎÏ
�∗ : Hn(Sn)→ Hn(pt) = 0.

ðÕÓÔØ X | ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, A ⊂ X | ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï (Ó ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á), � :
A → X | ÔÁ×ÔÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ×ÌÏÖÅÎÉÅ. ôÏÇÄÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ �∗ : C(A) → C(X) (ËÁÖÄÏÊ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÏÊ ÃÅÐÉ × A
ÓÏÐÏÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÎÁ ÓÁÍÁ, ÎÏ ÕÖÅ ËÁË ÃÅÐØ × X) | ÍÏÒÆÉÚÍ ÃÅÐÎÙÈ ËÏÍÐÌÅËÓÏ× ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× X É A. äÌÑ
ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ n ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÁÂÅÌÅ×Õ ÇÒÕÐÐÕ Cn(X;A) def= Cn(X)=(�∗C(A)), É ÐÕÓÔØ pn : Cn(X) → Cn(X;A) |
ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÁÑ ÐÒÏÅËÃÉÑ ÎÁ ÆÁËÔÏÒ. ôÏÇÄÁ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ n ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÔÏÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÁÂÅÌÅ×ÙÈ ÇÒÕÐÐ
0→ Cn(A) �∗−→ Cn(X) pn−→ Cn(X;A)→ 0.

ìÅÍÍÁ 1. ðÕÓÔØ
0→ A1

�1−→ B1
p1−→ C1 → 0

↓ � ↓ �
0→ A2

�2−→ B2
p2−→ C2 → 0

| ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÁÑ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ ÁÂÅÌÅ×ÙÈ ÇÒÕÐÐ É ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏ×, ÓÔÒÏËÉ ËÏÔÏÒÏÊ | ÔÏÞÎÙÅ ÐÏÓÌÅÄÏ×Á-
ÔÅÌØÎÏÓÔÉ. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ  : C1 → C2, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ ÏÓÔÁÅÔÓÑ
ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÊ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. éÚ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ p1 | ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍ, Ô.Å. ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ c ∈ C1
ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ b ∈ B1 ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ c = p1(b). ðÏÌÏÖÉÍ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ (c) = p2(�(b)) | ÉÚ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÓÔÉ
ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÒÕÇÏÊ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ É ÎÅÔ. ëÏÒÒÅËÔÎÏÓÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ: ÅÓÌÉ c = p2(b′), ÔÏ ÉÚ
ÔÏÞÎÏÓÔÉ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ b′ = b + �1(a) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ a ∈ A1, ÏÔËÕÄÁ p2(�(b′)) = p2(�(b)) + p2(�(�1(a))) =
p2(�(b)) + p2(�2(�(a))) (× ÓÉÌÕ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÓÔÉ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ) = p2(�(b)) (ÐÏÓËÏÌØËÕ p2 ◦ �2 = 0). ¤

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ n ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ @(X;A)
n : Cn(X;A)→ Cn−1(X;A) ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅ-

ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ : : :
@(X;A)
n+1−→ Cn(X;A) @(X;A)

n−→ Cn−1(X;A)
@(X;A)
n−1−→ : : : Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÍÐÌÅËÓÏÍ, Á ÎÁÂÏÒ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ

pn | ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ËÏÍÐÌÅËÓÏÍ C(X)→ C(X;A).
1



äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. óÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ (É ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ) ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ  = @(X;A)
n ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÌÅÍÍÙ, ÇÄÅ

A1 = Cn(A), B1 = Cn(X), C1 = Cn(X;A), A2 = Cn−1(A), B2 = Cn−1(X), C2 = Cn−1(X;A), � É p | ËÁË
ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ×ÙÛÅ, � = @An , � = @Xn .

ëÏÍÐÌÅËÓ: ÐÕÓÔØ c = p∗(b), ÔÏÇÄÁ (@(X;A)
n ◦ @(X;A)

n−1 )(c) = p∗(@Xn (@Xn−1b)) = p∗(0) = 0. ¤
çÏÍÏÌÏÇÉÉ ËÏÍÐÌÅËÓÁ C(X;A) ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÙÍÉ ÇÏÍÏÌÏÇÉÑÍÉ X ÐÏ A É ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔÓÑ Hn(X;A).
óÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ âÏËÛÔÅÊÎÁ, ÉÍÅÅÔÓÑ ÔÏÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÇÏÍÏÌÏÇÉÊ · · · → Hn(A) �∗;n−→ Hn(X) p∗;n−→
Hn(X;A) �n−→ Hn−1(A)→ : : : , ÎÁÚÙ×ÁÅÍÁÑ ÔÏÞÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ ÐÁÒÙ (X;A).
ðÒÉÍÅÒ 1. ðÕÓÔØ X | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, Á A = {a} ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÉ
a ∈ X. ôÏÇÄÁ ÐÒÉ n > 1 × ÔÏÞÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÐÁÒÙ (X;A) ÉÍÅÅÔÓÑ ÆÒÁÇÍÅÎÔ 0 = Hn(A)→ Hn(X)→
Hn(X;A) → Hn−1(A) = 0, ÏÔËÕÄÁ Hn(X;A) ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ Hn(X). åÓÌÉ n = 1, ÔÏ ÆÒÁÇÍÅÎÔ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ 0 →
H1(X) → H1(X;A) → H0(A) = Z. ìÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ � ∈ H1(X;A) | ËÌÁÓÓ ÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÃÉËÌÁ
b, Ô.Å. ÔÁËÏÊ 1-ÃÅÐÉ b ∈ C1(X), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ @X1 b ÌÅÖÉÔ × A. îÏ ÅÓÌÉ ÇÒÁÎÉÃÁ 1-ÃÅÐÉ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÕ
ÔÏÞËÕ, ÔÏ ÏÎÁ ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ (ÄÏËÁÖÉÔÅ!), ÏÔËÕÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ H1(X;A) → H0(A) × ÔÏÞÎÏÊ
ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÐÁÒÙ | ÎÕÌÅ×ÏÊ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, H1(X;A) ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ H1(X). ðÒÉ n = 0 ÆÒÁÇÍÅÎÔ
×ÙÇÌÑÄÉÔ ËÁË Z = H0(A) → H0(X) → H0(X;A) → 0. çÒÕÐÐÁ H0(X) ÐÏÒÏÖÄÅÎÁ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁÍÉ ÌÉÎÅÊÎÏÊ
Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á X; ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Z = H0(A) → H0(X) ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ 1 × ËÏÍÐÏÎÅÎÔÕ (ÏÂÒÁÚÕÀÝÕÀ
H0(X)), ÓÏÄÅÒÖÁÝÕÀ ÔÏÞËÕ a. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÇÒÕÐÐÁ H0(X;A) ÐÏÒÏÖÄÅÎÁ ×ÓÅÍÉ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁÍÉ ÌÉÎÅÊÎÏÊ
Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ X, ËÒÏÍÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ ÔÏÞËÕ a; × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ X ÌÉÎÅÊÎÏ Ó×ÑÚÎÏ, ÔÏ H0(X;A) = 0.

ðÕÓÔØ f : X → Y | ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, É f(A) ⊂ B ⊂ Y . ôÏÇÄÁ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÁÑ
ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ ËÏÍÐÌÅËÓÏ×

0→ C(A) �∗−→ C(X) p∗−→ C(X;A) → 0
↓ (f |A)∗ ↓ f∗

0→ C(B) �∗−→ C(Y ) p∗−→ C(Y;B) → 0
;

É ÉÚ ÌÅÍÍÙ 1 ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎ ÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÍÐÌÅËÓÏ× f∗ : C(X;A) → C(Y;B), ÄÌÑ
ËÏÔÏÒÏÇÏ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÊ. íÏÒÆÉÚÍ ËÏÍÐÌÅËÓÏ× ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ n ÍÏÒÆÉÚÍ
ÇÏÍÏÌÏÇÉÊ f∗;n : Hn(X;A)→ Hn(Y;B).
ôÅÏÒÅÍÁ 3. ðÕÓÔØ ft : X → Y | ÇÏÍÏÔÏÐÉÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ, ÐÒÉÞÅÍ ft(A) ⊂ B ÐÒÉ ×ÓÅÈ 0 ≤ t ≤ 1. ôÏÇÄÁ
ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ (f0)∗;n É (f1)∗;n ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÙÈ ÇÏÍÏÌÏÇÉÊ Hn(X;A)→ Hn(Y;B) ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÄÌÑ ÏÂÙÞÎÙÈ ÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÃÅÐÎÏÊ
ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ | ÎÁÂÏÒÁ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× �n : Cn(X) → Cn+1(Y ) ÔÁËÏÇÏ, ÞÔÏ @Yn+1�n + �n−1@Xn = (f1)∗;n −
(f0)∗;n. îÅÔÒÕÄÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ �n ÎÁ Cn(A) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÃÅÐÎÏÊ ÇÏÍÏÔÏÐÉÅÊ Cn(A) → Cn+1(B).
ðÒÉÍÅÎÑÑ ÌÅÍÍÕ 1 Ë ÔÏÞÎÙÍ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÍ 0 → Cn(A) → Cn(X) → Cn(X;A) → 0 É 0 → Cn+1(B) →
Cn+1(Y ) → Cn+1(Y;B) → 0, ÐÏÌÕÞÉÍ ÎÁÂÏÒ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× �n : Cn(X;A) → Cn+1(Y;B), ËÏÔÏÒÙÊ ÔÁËÖÅ
Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÃÅÐÎÏÊ ÇÏÍÏÔÏÐÉÅÊ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ (f1)∗ − (f0)∗ : Cn(X;A) → Cn(Y;B) ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ
ÎÕÌÅ×ÏÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ × ÇÏÍÏÌÏÇÉÑÈ. ¤


