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ëÒÁÔËÏÅ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ. ôÏÞÎÙÅ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ËÏÍÐÌÅËÓÏ×. çÏÍÏÌÏÇÉÉ ÃÅÐÅÊ, ÐÏÄÞÉÎÅÎÎÙÈ ÐÏËÒÙÔÉÀ.

ôÏÞÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÁÂÏÒ ÇÒÕÐÐ É ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× · · · → An
fn−→ An−1

fn−1−→ : : : f1−→
A0, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ Im fn = Ker fn−1 ÄÌÑ ×ÓÅÈ n. éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÔÏÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÜÔÏ ËÏÍÐÌÅËÓ
Ó ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÍÉ ÇÏÍÏÌÏÇÉÑÍÉ. ôÏÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ËÏÍÐÌÅËÓÏ× ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÔÁË ÖÅ, ÔÏÌØËÏ An |
ËÏÍÐÌÅËÓÙ, Á fn | ÍÏÒÆÉÚÍÙ ËÏÍÐÌÅËÓÏ×.

ôÅÏÒÅÍÁ 1 (âÏËÛÔÅÊÎÁ). ðÕÓÔØ 0 → A f−→ B g−→ C → 0 | ÔÏÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ËÏÍÐÌÅËÓÏ×.
ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ×ÓÅÈ n ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ �n : Hn(C) → Hn−1(A) ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ
ÇÏÍÏÌÏÇÉÊ : : : �n+1−→ Hn(A) f∗;n−→ Hn(B) g∗;n−→ Hn(C) �n−→ Hn−1(A) f∗;n−1−→ : : : | ÔÏÞÎÁÑ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÏËÁÖÅÍ ÓÎÁÞÁÌÁ ÔÏÞÎÏÓÔØ × ÞÌÅÎÅ Bn (ÜÔÏ ÎÅ ÔÒÅÂÕÅÔ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× �);
ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ Im f∗;n = Ker g∗;n. ðÕÓÔØ ~b = f∗;n(~a) ∈ Im f∗;n, ÇÄÅ ~a ∈ Hn(A) | ËÌÁÓÓ ÓÍÅÖÎÏÓÔÉ,
ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ a ∈ Zn(A) ⊂ An. ôÏÇÄÁ g∗;n(~b) ∈ Hn(C) | ËÌÁÓÓ ÓÍÅÖÎÏÓÔÉ, ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÊ
ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ gn(fn(a)) = 0, ÔÏ ÅÓÔØ g∗;n ◦ f∗;n = 0, ÔÏ ÅÓÔØ Im f∗;n ⊆ Ker g∗;n. ïÂÒÁÔÎÏÅ ×ËÌÀÞÅÎÉÅ: ÐÕÓÔØ
~b ∈ Ker g∗;n | ËÌÁÓÓ ÓÍÅÖÎÏÓÔÉ, ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ b ∈ Zn(B) ⊂ Bn. ôÏÇÄÁ g∗;n(~b) = 0 ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎ
ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ gn(b). éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ gn(b) ∈ Bn(C), ÔÏ ÅÓÔØ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ x ∈ Cn+1 ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ gn(b) = @Cn+1x.
ðÏÓËÏÌØËÕ gn+1 : Bn+1 → Cn+1 | ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ y ∈ Bn+1 ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ gn+1y = x. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,
gn@Bn+1y = @Cn+1gny = c = gnb. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, gn(b − @Bn+1y) = 0. ÷ ÓÉÌÕ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á Im fn = Ker gn ÐÏÌÕÞÁÅÍ,
ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ z ∈ An ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ b− @Bn+1y = fnz. ðÒÉ ÜÔÏÍ fn−1@An z = @Bn fnz = @Bn (b− @Bn+1y) = 0 (× ÓÉÌÕ
b ∈ Zn(B) É @Bn @Bn+1 = 0). ðÏÓËÏÌØËÕ fn−1 : An−1 → Bn−1 | ÍÏÎÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÏÔÓÀÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ @An z = 0,
ÔÏ ÅÓÔØ z ∈ Zn(A). ôÅÐÅÒØ z ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ËÌÁÓÓ ÓÍÅÖÎÏÓÔÉ ~z ∈ Hn(A), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ f∗;n(~z) |
ËÌÁÓÓ, ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÊ b− @Bn+1y, ÔÏ ÅÓÔØ ~b. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ~b ∈ Im f∗;n, É ÔÏÞÎÏÓÔØ × ÞÌÅÎÅ Bn ÄÏËÁÚÁÎÁ.

ðÏÓÔÒÏÉÍ ÔÅÐÅÒØ Ó×ÑÚÙ×ÁÀÝÉÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ �n. ðÕÓÔØ ~c ∈ Hn(C) | ËÌÁÓÓ, ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ
c ∈ Zn(C). ðÏÓËÏÌØËÕ gn : Bn → Cn | ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÜÌÅÍÅÎÔ b ∈ Bn ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ gn(b) = c. ðÕÓÔØ
x = @Bn b. ôÏÇÄÁ gn−1x = gn−1@Bn b = @Cn gnb = @Cn c = 0. ÷ ÓÉÌÕ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á Im fn−1 = Ker gn−1 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ
y ∈ An−1 ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ fny = x. ðÒÉ ÜÔÏÍ fn−2@An−1y = @Bn−1fny = @Bn−1x = 0 (× ÓÉÌÕ @Bn−1@Bn = 0); ÐÏÓËÏÌØËÕ
fn−2 | ÍÏÎÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÏÔÓÀÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ @An−1y = 0. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ y ∈ Zn−1(A) ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÍÅÖÎÙÊ
ËÌÁÓÓ ~y ∈ Hn−1(A); ÐÏÌÏÖÉÍ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ~y def= �n(~c).

ðÒÏ×ÅÒÉÍ ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ �n. üÌÅÍÅÎÔ b ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ gnb = c, ÎÅ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎ: ÐÕÓÔØ gnb′ = c ÄÌÑ
ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ b′. ôÏÇÄÁ gn(b′ − b) = 0, ÔÏ ÅÓÔØ b′ − b ∈ Ker gn = Im fn. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ t ∈ An ÔÁËÏÊ,
ÞÔÏ b′ = b + fnt. ôÅÐÅÒØ x′ def= @Bn b′ = x + @Bn fnt = x + fn−1@An t = fn−1(y + @An t). óÍÅÖÎÙÊ ËÌÁÓÓ × Zn−1(A),
ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ y+@An t, ÔÏÔ ÖÅ, ÞÔÏ É ÄÌÑ y, Ô.Å.~y | ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ b ËÌÁÓÓ ~y ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ.

ðÒÅÄÓÔÁ×ÉÔÅÌØ c ∈ Zn(C) ËÌÁÓÓÁ ~c ÔÁËÖÅ ÎÅ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎ: ÐÕÓÔØ c′ = c + @Cn+1u (ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ u ∈ Cn+1)
| ÄÒÕÇÏÊ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔÅÌØ. ðÏÓËÏÌØËÕ gn+1 : Bn+1 → Cn+1 | ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ v ∈ Bn+1 ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ
gn+1v = u. ôÏÇÄÁ gn(b + @Bn+1v) = c + @Cn+1gnv = c + @Cn+1u = c′ | ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, × ËÁÞÅÓÔ×Å ÐÒÏÏÂÒÁÚÁ c′

ÐÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ gn ÍÙ ÍÏÖÅÍ ×ÙÂÒÁÔØ b′ def= b+@Bn+1v (×ÙÛÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÐÒÏÏÂÒÁÚÁ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ
ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ). ôÅÐÅÒØ x′ def= @Bn b′ = @Bn b = x, É ÚÎÁÞÅÎÉÅ �n(~c) ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ, É ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ
ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ �n : Hn(C) → Hn−1(A) ÄÏËÁÚÁÎÁ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ. úÁ×ÅÒÛÉÔÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï, ÐÒÏ×ÅÒÉ× ÔÏÞÎÏÓÔØ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ × ÞÌÅÎÁÈ An
É Cn

¤

ðÕÓÔØ X | ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï; U = {Ui; i = 1; : : : ; N} | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÅÇÏ ÐÏËÒÙÔÉÅ: X = ⋃N
i=1 Ui,

É Ui ⊂ X | ÏÔËÒÙÔÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ CUn (X) ⊂ Cn(X) Ó×ÏÂÏÄÎÕÀ ÁÂÅÌÅ×Õ ÇÒÕÐÐÕ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÕÀ
×ÓÅÍÉ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÍÉ ÓÉÍÐÌÅËÓÁÍÉ ' : �n → X ÔÁËÉÍÉ, ÞÔÏ '(�n) ⊂ Ui ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ i. ïÞÅ×ÉÄÎÏ,
@n(CUn (X)) ⊂ CUn−1(X), ÔÏ ÅÓÔØ CU (X) | ÐÏÄËÏÍÐÌÅËÓ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÏÇÏ ËÏÍÐÌÅËÓÁ C(X), Á ÎÁÂÏÒ ÔÁ×ÔÏÌÏÇÉ-
ÞÅÓËÉÈ ×ÌÏÖÅÎÉÊ %n : CUn (X) → Cn(X) (ËÁÖÄÏÊ ÃÅÐÉ ÉÚ CUn (X) ÓÏÐÏÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÎÁ ÓÁÍÁ, ÎÏ ÕÖÅ ËÁË ÜÌÅÍÅÎÔ
Cn(X)) | ÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÍÐÌÅËÓÏ×.
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äÌÑ ÌÀÂÏÊ ÐÁÒÙ U ⊂ X ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ �U:X : U → X ÔÁ×ÔÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ×ÌÏÖÅÎÉÅ (ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ U ÓÏÐÏÓÔÁ×ÌÑ-
ÅÔÓÑ ÏÎÁ ÓÁÍÁ, ÎÏ ËÁË ÜÌÅÍÅÎÔ X). ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ ÄÌÑ ÐÒÏÓÔÏÔÙ, ÞÔÏ ÐÏËÒÙÔÉÅ U ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ Ä×ÕÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×:
X = U1 ∪ U2. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ q1

def= (�U1;X)∗ ⊕ 0 : Cn(U1)⊕ Cn(U2) → CUn (X); ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ q2.

ôÅÏÒÅÍÁ 2. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ËÏÍÐÌÅËÓÏ× 0 → C(U1 ∩ U2) (�U1∩U2;U1 )∗⊕(�U1∩U2;U2 )∗−→ C(U1) ⊕ C(U2) q1−q2−→
CUn (X) → 0 | ÔÏÞÎÁÑ.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï.

ôÏÞÎÏÓÔØ × ÞÌÅÎÅ C(U1 ∩ U2). òÁ×ÅÎÓÔ×Ï (�U1∩U2;U1)∗(�) ⊕ (�U1∩U2;U2)∗(�) = 0 ∈ Cn(U1) ⊕ Cn(U2), ÇÄÅ � ∈
Cn(U1 ∩ U2), ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ (�U1∩U2;U1)∗(�) = 0 É (�U1∩U2;U2)∗(�) = 0. ðÏÓËÏÌØËÕ �U1∩U2;U1 É �U1∩U2;U2 |
ÔÁ×ÔÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ×ÌÏÖÅÎÉÑ, ÜÔÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÔÏÌØËÏ ÐÒÉ � = 0. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ (�U1∩U2;U1)∗⊕(�U1∩U2;U2)∗ ÉÎßÅËÔÉ×ÎÏ,
ÞÔÏ É ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÔÏÞÎÏÓÔØ.

ôÏÞÎÏÓÔØ × ÞÌÅÎÅ Cn(U2)⊕ Cn(U2). éÍÅÅÍ �U1;X ◦ �U1∩U2;U1 = �U1∩U2;X = �U2;X ◦ �U1∩U2;U2 . ïÔÓÀÄÁ (q1 − q2) ◦
((�U1∩U2;U1)∗ ⊕ (�U1∩U2;U2)∗) = 0, ÔÁË ÞÔÏ Im((�U1∩U2;U1)∗ ⊕ (�U1∩U2;U2)∗) ⊂ Ker(q1 − q2). äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á
ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ ×ËÌÀÞÅÎÉÑ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ � ∈ Cn(U1) É � ∈ Cn(U2) ÔÁËÏ×Ù, ÞÔÏ (q1 − q2)(� ⊕ �) = 0, ÔÏ ÅÓÔØ
(�U1;X)∗(�) = (�U2;X)∗(�), ÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÏÇÏ ÓÉÍÐÌÅËÓÁ × � ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÒÁ×ÎÙÊ ÅÍÕ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÊ
ÓÉÍÐÌÅËÓ × �, É ÎÁÏÂÏÒÏÔ. ô.Å. ×ÓÅ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÅ ÓÉÍÐÌÅËÓÙ × � É � ÏÄÉÎÁËÏ×Ù, É ÏÂÒÁÚÙ ÉÈ ÌÅÖÁÔ × U1 ∩U2.
óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÎÁÊÄÅÔÓÑ  ∈ Cn(U1 ∩ U2) ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ � = (�U1∩U2;U1)∗ É � = (�U1∩U2;U2)∗ . ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ
�⊕ � ∈ Im((�U1∩U2;U1)∗ ⊕ (�U1∩U2;U2)∗), É ÏÂÒÁÔÎÏÅ ×ËÌÀÞÅÎÉÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ.
ôÏÞÎÏÓÔØ × ÞÌÅÎÅ C{X;Y }n (X∪Y ) ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ q1−q2 : Cn(U1)⊕Cn(U2) → CUn (X) | ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍ,
ÞÔÏ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ CUn (X). ¤

ëÏÍÐÌÅËÓ CU (X) ÕÐÏÔÒÅÂÌÑÅÔÓÑ ÐÒÉ ÐÏÄÓÞÅÔÅ ÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á X (Ô.Å. ËÏÍÐÌÅËÓÁ C(X)) ××ÉÄÕ
ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÙ:
ôÅÏÒÅÍÁ 3. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ %∗;n : Hn(CU ) → Hn(C) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÐÒÉ ×ÓÅÈ n.

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÅÏÒÅÍÙ ÎÁÍ ÐÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÒÑÄ ÔÅÈÎÉÞÅÓËÉÈ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÊ.
âÁÒÉÃÅÎÔÒÉÞÅÓËÉÍ ÐÏÄÒÁÚÄÅÌÅÎÉÅÍ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ ÓÉÍÐÌÅËÓÁ �n ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ �n = ⋃

�∈Sn+1
��;

ÚÄÅÓØ Sn+1 | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË ÔÏÞÅË 0; : : : ; n, Á ��
def= {(x0; : : : ; xn) ∈ �n | x�(1) ≥ x�(2) ≥ · · · ≥ x�(n)}.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �� = Conv(b�;0; : : : ; b�;n), ÇÄÅ b�;k = (x0; : : : ; xn), ÇÄÅ x�(0) = · · · = x�(k) =
1=(k + 1) É xi = 0 ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ 1 ≤ i ≤ n.
óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1 (ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ 1). 1) ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Ab�;0;:::;b�;n : �n → �� ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ.

2) ëÁÖÄÁÑ ×ÅÒÛÉÎÁ ÂÁÒÉÃÅÎÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÏÄÒÁÚÄÅÌÅÎÉÑ �n ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ bI = (xI;1; : : : ; xI;n), ÇÄÅ I ⊆
{0; : : : ; n}, É xI;k = 1= |I| ÐÒÉ k ∈ I É xI;k = 0 ÐÒÉ k =∈ I. ÷ÅÒÛÉÎÙ bI0 ; : : : ; bIk Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ×ÅÒÛÉÎÁ-
ÍÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ k-ÍÅÒÎÏÊ ÇÒÁÎÉ, ÅÓÌÉ I0 ⊂ I1 ⊂ · · · ⊂ Ik É |Is| = n−k+ s ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ s. üË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÅ
ÕÓÌÏ×ÉÅ: ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ � ∈ Sn+1 ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ bIs = b�;n−k+s ÄÌÑ ×ÓÅÈ s.

çÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ �n : Cn(X) → Cn(X) ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÎÁ ÏÂÒÁÚÕÀÝÅÊ ' : �n → X ÆÏÒÍÕÌÏÊ �(') = ∑
�∈Sn(−1)sign(�)'◦

Ap�;0;:::;p�;n ; ÚÄÅÓØ sign(�) | ÞÅÔÎÏÓÔØ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ �.
ìÅÍÍÁ 1. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÊ ÎÁÂÏÒ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× Dn : Cn(X) → Cn+1(X), ÞÔÏ 1−�n = @n+1Dn+Dn−1@n.

òÁÚÏÂØÅÍ ÐÒÉÚÍÕ �n × [0; 1] ÎÁ ÓÉÍÐÌÅËÓÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ (ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ): ÅÓÌÉ n = 0, ÔÏ �0 × [0; 1] =
[0; 1] ÕÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ 1-ÓÉÍÐÌÅËÓÏÍ, ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏ. ðÒÉ ÐÒÏÞÉÈ n ÓÎÁÞÁÌÁ ÒÁÚÏÂØÅÍ ×ÓÅ ÂÏËÏ×ÙÅ ÇÒÁÎÉ
ÐÒÉÚÍÙ | ÏÎÉ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÓÏÂÏÊ �n−1 × [0; 1] | Á ÚÁÔÅÍ ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÈ ÓÉÍÐÌÅËÓÏ×
ÐÉÒÁÍÉÄÕ Ó ×ÅÒÛÉÎÏÊ × ÃÅÎÔÒÅ Ó = (b{0;:::;n}; 1) ×ÅÒÈÎÅÇÏ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ �n × {1}. ÷ÓÅ ÜÔÉ ÐÉÒÁÍÉÄÙ ÐÒÅÄÓÔÁ-
×ÌÑÀÔ ÓÏÂÏÊ (n + 1)-ÍÅÒÎÙÅ ÓÉÍÐÌÅËÓÙ, Á ÏÓÔÁ×ÛÁÑÓÑ ÞÁÓÔØ ÐÒÉÚÍÙ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÔÏÞÅË a ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ ÌÕÞ ca
ÐÏËÉÄÁÅÔ ÐÒÉÚÍÕ ÎÅ × ÔÏÞËÅ ÂÏËÏ×ÏÊ ÇÒÁÎÉ, Á × ÔÏÞËÅ ÎÉÖÎÅÇÏ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÏÓÔÁ×ÛÉÅÓÑ ÔÏÞËÉ
ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÐÉÒÁÍÉÄÕ Ó ×ÅÒÛÉÎÏÊ c, ÏÓÎÏ×ÁÎÉÅÍ ËÏÔÏÒÏÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÉÖÎÅÅ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÅ ÐÒÉÚÍÙ | ÏÐÑÔØ-ÔÁËÉ,
ÜÔÏ (n+ 1)-ÍÅÒÎÙÊ ÓÉÍÐÌÅËÓ. ðÒÉ ÄÁÎÎÏÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÉ ÎÉÖÎÅÅ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÅ ÐÒÉÚÍÙ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÎÅÔÒÏÎÕÔÙÍ, Á ÎÁ
×ÅÒÈÎÅÍ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÂÁÒÉÃÅÎÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÏÄÒÁÚÄÅÌÅÎÉÅ. ÷ÅÒÛÉÎÁÍÉ ÄÁÎÎÏÇÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÐÒÉÚÍÙ ÂÕÄÕÔ ×ÅÒÛÉÎÙ
p0 = ((1; 0; : : : ; 0); 0); : : : ; pn = ((0; : : : ; 0; 1); 0) ÎÉÖÎÅÇÏ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ �n × {0} É ×ÅÒÛÉÎÙ qI = (bI ; 1) ÂÁÒÉÃÅÎ-
ÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÏÄÒÁÚÄÅÌÅÎÉÑ ×ÅÒÈÎÅÇÏ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ �n × {1}; ÚÄÅÓØ I ⊆ {0; : : : ; n}.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÓÉÍÐÌÅËÓÁ S ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÇÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ � ∈ Sn+1
É k = 0; : : : ; n ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ ×ÅÒÛÉÎÙ S ÜÔÏ p�(0); : : : ; p�(k) É q�;k+1; : : : ; q�;n; ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÔÁËÏÊ ÓÉÍÐÌÅËÓ ��;k.
Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �(�1; k) = �(�2; l) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ k = l É �1(i) = �2(i) ÐÒÉ ×ÓÅÈ i = 0; : : : ; k.
ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔÁÔØ (É ÍÙ ÔÁË ÂÕÄÅÍ ÄÅÌÁÔØ), ÞÔÏ × ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÉ �(�; k) ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ � ÏÂÌÁÄÁÅÔ
Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ �(1) < · · · < �(k).



ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ��;k def= Ap�(0);:::;p�(k);q�;k+1;:::;q�;n : �n+1 → �(�; k) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞ-
ÎÙÍ. ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ ' : �n → X | ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÊ ÓÉÍÐÌÅËÓ; ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ~' : �n × [0; 1] → X
ËÁË ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ ' É ÐÒÏÅËÃÉÉ �n × [0; 1] → �n ÐÒÉÚÍÙ ÎÁ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÅ. ðÏÌÏÖÉÍ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ Dn(') =∑
�;k(−1)odd(�)+k ~' ◦ �(�; k) ∈ Cn+1(X); ÚÁÔÅÍ ÐÒÏÄÏÌÖÉÍ Dn ÐÏ ÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ ÄÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ Cn(X) →

Cn+1(X).
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÅÍÍÙ 1. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Dn ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ×ÙÛÅ. äÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÏÇÏ ÓÉÍÐÌÅËÓÁ
' : �n → X ÃÅÐØ @n+1Dn(') ÒÁ×ÎÁ ÓÕÍÍÅ (Ó ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍÉ ÚÎÁËÁÍÉ) ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÊ ~' ÎÁ n-ÍÅÒÎÙÅ ÇÒÁÎÉ
ÓÉÍÐÌÅËÓÏ× �(�; k). îÁÂÏÒ ×ÅÒÛÉÎ ÔÁËÏÊ ÇÒÁÎÉ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ×ÙÞÅÒËÉ×ÁÎÉÅÍ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÞÌÅÎÏ× ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-
ÎÏÓÔÉ p�(0); : : : ; p�(k); q�;k; : : : ; q�;n; ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÓÌÕÞÁÅ×.
1. ÷ÙÞÅÒËÎÕÔÙÊ ÞÌÅÎ | p�(i), ÐÒÉ ÜÔÏÍ k > 0.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÌÕÞÅÎÎÁÑ ÇÒÁÎØ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÎÕÔÒÅÎÎÅÊ ÇÒÁÎØÀ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÐÒÉÚÍÙ, ÔÏ
ÅÓÔØ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ Ä×ÕÍ ÓÉÍÐÌÅËÓÁÍ | �(�; k) É �(� ·(i; k); k−1), ÇÄÅ ÓÉÍ×ÏÌÏÍ (i; k) ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÁ ÔÒÁÎÓÐÏÚÉÃÉÑ
i É k, Á ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ � · (i; k) ÐÒÏÉÚ×ÏÄÉÔÓÑ × ÇÒÕÐÐÅ Sn+1. Â) äÏËÁÖÉÔÅ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÞÌÅÎÙ ×
@n+1Dn(') ÉÍÅÀÔ ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÙÅ ÚÎÁËÉ É, ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÏËÒÁÝÁÀÔÓÑ.
2. ÷ÙÞÅÒËÎÕÔÙÊ ÞÌÅÎ | q�;k, ÐÒÉ ÜÔÏÍ k < n.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÇÒÁÎØ ÔÁËÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÎÕÔÒÅÎÎÅÊ | ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÓÉÍÐÌÅËÓÁÍ
�(�; k) É �(�; k + 1), É ÞÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÞÌÅÎÙ × @n+1Dn(') ÔÁËÖÅ ÓÏËÒÁÝÁÀÔÓÑ.
3. ÷ÙÞÅÒËÎÕÔÙÊ ÞÌÅÎ | q�;m, ÇÄÅ k < m < n.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 5. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ É × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÇÒÁÎØ ÔÁËÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÎÕÔÒÅÎÎÅÊ | ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÓÉÍ-
ÐÌÅËÓÁÍ �(�; k) É �(� · (m+ 1; k); k), É ÞÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÞÌÅÎÙ × @n+1Dn(') ÔÁËÖÅ ÓÏËÒÁÝÁÀÔÓÑ.
4. ÷ÙÞÅÒËÎÕÔÙÊ ÞÌÅÎ | q�;n, ÐÒÉ ÜÔÏÍ k < n. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÇÒÁÎØ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÏÍÕ ÓÉÍÐÌÅËÓÕ,
�(�; k), É Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÂÏËÏ×ÏÊ ÇÒÁÎÉ �n;�(n)×[0; 1] ÐÒÉÚÍÙ (Ô.Å. ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÔÏÞÅË ÇÒÁÎÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁ
x�(n) = 0). óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÞÌÅÎ × @n+1Dn('), ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ, ×ÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ É × Dn−1@n(').
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 6. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÚÎÁËÉ, Ó ËÏÔÏÒÙÍÉ ÜÔÏÔ ÞÌÅÎ ×ÈÏÄÉÔ × @n+1Dn(') É × Dn−1@n('), ÐÒÏÔÉ×Ï-
ÐÏÌÏÖÎÙ.
5. ÷ÙÞÅÒËÎÕÔÙÊ ÞÌÅÎ | q�;n, ÐÒÉ ÜÔÏÍ k = n (ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ � | ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ × Sn+1). óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×Õ-
ÀÝÁÑ ÇÒÁÎØ | ÎÉÖÎÅÅ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÅ ÐÒÉÚÍÙ, ÔÁË ÞÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÞÌÅÎ × @n+1Dn(') ÒÁ×ÅÎ '.
6. ÷ÙÞÅÒËÎÕÔÙÊ ÞÌÅÎ | p�(0), ÐÒÉ ÜÔÏÍ k = 0. óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÇÒÁÎØ | ÓÉÍÐÌÅËÓ �� ⊂ �n × {1} ÂÁÒÉ-
ÃÅÎÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÏÄÒÁÚÄÅÌÅÎÉÑ ×ÅÒÈÎÅÊ ÇÒÁÎÉ.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 7. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÚÎÁË, Ó ËÏÔÏÒÙÍÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÞÌÅÎ ×ÈÏÄÉÔ × @n+1Dn(') É �n('),
ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÙ.

óÕÍÍÉÒÕÑ ×ÓÅ ÓÌÕÞÁÉ, ÐÏÌÕÞÉÍ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÌÅÍÍÙ. ¤

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 2. îÁÂÏÒ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ �n Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ËÏÍÐÌÅËÓÏ× C(X) → C(X); ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ
ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ × ÇÏÍÏÌÏÇÉÑÈ �∗;n = IdHn(X).
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÌÅÍÍÙ 5 ÌÅËÃÉÉ 10. ¤

ìÅÍÍÁ 2. ðÕÓÔØ f : �n → X | ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÊ ÓÉÍÐÌÅËÓ. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ N > 0 ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ �N (f) = (%n)∗
(x) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÏÊ ÃÅÐÉ x ∈ CUn (X) (ÇÄÅ, ÎÁÐÏÍÎÉÍ, %n : CUn (X) → Cn(X) | ÔÁ×ÔÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ
×ÌÏÖÅÎÉÅ).

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÎÁÍ ÐÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÄÅÒÅ×ÏÍ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ
Ó×ÑÚÎÙÊ ÇÒÁÆ ÂÅÚ ÃÉËÌÏ×.
ìÅÍÍÁ 3. ðÕÓÔØ T | ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÄÅÒÅ×Ï, × ËÏÔÏÒÏÍ ËÁÖÄÁÑ ×ÅÒÛÉÎÁ ÉÍÅÅÔ ËÏÎÅÞÎÕÀ ×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ.
ôÏÇÄÁ T ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÐÏÐÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ×ÅÒÛÉÎ v0; v1; v2; : : : , × ËÏÔÏÒÏÊ
ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ n ×ÅÒÛÉÎÙ vn É vn+1 ÓÏÅÄÉÎÅÎÙ ÒÅÂÒÏÍ.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ÙÄÅÌÉÍ ÏÄÎÕ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎ ÄÅÒÅ×Á É ÎÁÚÏ×ÅÍ ÅÅ ËÏÒÎÅÍ. íÅÖÄÕ ÌÀÂÙÍÉ Ä×ÕÍÑ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ
ÄÅÒÅ×Á ÉÍÅÅÔÓÑ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÉÎ ÐÕÔØ ÐÏ ÒÅÂÒÁÍ ÂÅÚ ÐÏ×ÔÏÒÅÎÉÊ (ÄÏËÁÖÉÔÅ!); ÎÁÚÏ×ÅÍ ÕÒÏ×ÎÅÍ `(v) ×ÅÒÛÉÎÙ v
ÄÌÉÎÕ ÔÁËÏÇÏ ÐÕÔÉ, Ó×ÑÚÙ×ÁÀÝÅÇÏ v Ó ËÏÒÎÅÍ. ðÏÔÏÍËÁÍÉ ×ÅÒÛÉÎÙ v ÕÒÏ×ÎÑ n ÎÁÚÏ×ÅÍ ×ÅÒÛÉÎÙ ÕÒÏ×ÎÑ
n + 1, ÓÏÅÄÉÎÅÎÎÙÅ Ó ÎÅÀ ÒÅÂÒÏÍ, Á ÒÏÄÉÔÅÌÅÍ | (ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÕÀ) ×ÅÒÛÉÎÕ ÕÒÏ×ÎÑ n − 1, ÓÏÅÄÉÎÅÎÎÕÀ Ó v
ÒÅÂÒÏÍ.

ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ v1; : : : ; vk ×ÅÒÛÉÎ ÄÅÒÅ×Á ÎÁÚÏ×ÅÍ ÐÒÏÓÔÙÍ ÐÕÔÅÍ, ÅÓÌÉ `(v1) < `(v2) < · · · < `(vk) (×
ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ×ÓÅ ×ÅÒÛÉÎÙ ÐÏÐÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙ), É ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ n ×ÅÒÛÉÎÙ vn É vn+1 ÓÏÅÄÉÎÅÎÙ ÒÅÂÒÏÍ (ÏÔÓÀÄÁ



ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ `(vi) = `(vi−1) + 1 ÄÌÑ ×ÓÅÈ i). îÁÚÏ×ÅÍ ×ÅÒÛÉÎÕ v ÐÅÒÓÐÅËÔÉ×ÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÞÅÒÅÚ ÎÅÅ ÐÒÏÈÏÄÉÔ
ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÐÒÏÓÔÙÈ ÐÕÔÅÊ (ÒÁÚÌÉÞÎÏÊ ÄÌÉÎÙ).

ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ËÏÒÅÎØ ÄÅÒÅ×Á Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÅÒÓÐÅËÔÉ×ÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÏÊ: ÅÓÌÉ ÂÙ ÞÅÒÅÚ ÎÅÇÏ ÐÒÏÈÏÄÉÌÏ ÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÅ
ÞÉÓÌÏ ÐÒÏÓÔÙÈ ÐÕÔÅÊ, ÉÈ ÄÌÉÎÁ ÂÙÌÁ ÂÙ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ Ó×ÅÒÈÕ, É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ N × ÄÅÒÅ×Å T
ÎÅ ÂÙÌÏ ÂÙ ×ÅÒÛÉÎ ÎÁ ÕÒÏ×ÎÅ n > N , ÞÔÏ ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ T . ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ vn | ÐÅÒÓÐÅËÔÉ×ÎÁÑ
×ÅÒÛÉÎÁ ÕÒÏ×ÎÑ n. ôÏÇÄÁ ×ÓÅ ×ÅÒÛÉÎÙ vn−1; : : : ; v0, ÞÅÒÅÚ ËÏÔÏÒÙÅ ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÐÒÏÓÔÏÊ ÐÕÔØ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÊ
vn Ó ËÏÒÎÅÍ v0, Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÐÅÒÓÐÅËÔÉ×ÎÙÍÉ. óÒÅÄÉ ÐÏÔÏÍËÏ× vn, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÔÁËÖÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ ÐÅÒÓÐÅËÔÉ×ÎÁÑ
×ÅÒÛÉÎÁ (× ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÐÏÔÏÍËÏ× ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÕÓÔÏ), ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÅ vn+1. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ
v0; v1; : : : ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔ ÌÅÍÍÕ. ¤
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÅÍÍÙ 2. ãÅÐØ �N (f) ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÅ ÓÉÍÐÌÅËÓÙ f�1;:::;�N , ÇÄÅ �1; : : : ; �N ∈ Sn+1,
ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÉÚ f ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅÍ ÎÁ ÓÉÍÐÌÅËÓÙ N -ËÒÁÔÎÏÇÏ ÂÁÒÉÃÅÎÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÏÄÒÁÚÂÉÅÎÉÑ. åÓÌÉ ÌÅÍÍÁ ÎÅ-
×ÅÒÎÁ, ÔÏ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ N ÎÁÊÄÕÔÓÑ �(N)

1 ; : : : ; �(N)
N ∈ Sn+1 ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÚ f�(N)

1 ;:::;�(N)
N

ÎÅ ÌÅÖÉÔ ÎÉ ×
ÏÄÎÏÍ Ui (ÔÏ ÅÓÔØ f�(N)

1 ;:::;�(N)
N

ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × ÏÂÒÁÚÅ %). ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÔÏÇÄÁ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ k < N ÓÉÍÐÌÅËÓ
f�(N)

1 ;:::;�(N)
k

ÔÁËÖÅ ÎÅ ÌÅÖÉÔ × Im %. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ ÎÁÂÏÒÙ (�1; : : : ; �N ) ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ f�1;:::;�N =∈
Im(%), ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÎÁÂÏÒ ×ÅÒÛÉÎ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÄÅÒÅ×Á, × ËÏÔÏÒÏÍ ×ÅÒÛÉÎÙ (�1; : : : ; �N ) É (�1; : : : ; �N−1) ÓÏÅÄÉ-
ÎÅÎÙ ÒÅÂÒÏÍ.

óÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍÍÅ 3, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ �1; �2; : : : ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ f�1;:::;�N =∈ Im(%).
óÉÍÐÌÅËÓÙ ��1;:::;�N N -ËÒÁÔÎÏÇÏ ÂÁÒÉÃÅÎÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÏÄÒÁÚÄÅÌÅÎÉÑ �n ËÏÍÐÁËÔÎÙ É ×ÌÏÖÅÎÙ: ��1;:::;�N ⊂
��1;:::;�N−1 , ÏÔËÕÄÁ ⋂

N ��1;:::;�N 6= ∅. ðÕÓÔØ a | ÔÏÞËÁ ÜÔÏÇÏ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ (ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÏÎÁ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁ).
ôÏÇÄÁ f(a) ∈ Ui ⊂ X ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ i. äÉÁÍÅÔÒ ÓÉÍÐÌÅËÓÁ ��1;:::;�N ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ ÐÒÉ N →∞ (ÄÏËÁÖÉ-
ÔÅ!). éÚ ÏÔËÒÙÔÏÓÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Ui É ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ f ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÚ f(��1;:::;�N ) ⊂ Ui ÄÌÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ
ÂÏÌØÛÏÇÏ N , ÞÔÏ ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ �1; �2; : : : . ¤
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 3. äÏËÁÖÅÍ ÓÎÁÞÁÌÁ, ÞÔÏ %∗;n : Hn(CU (X)) → Hn(X) | ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍ. ðÕÓÔØ � ∈
Hn(X) | ËÌÁÓÓ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ, ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÊ ÃÉËÌÏÍ x ∈ Ker @C(X)

n . ðÏÓËÏÌØËÕ × ÎÅÇÏ ×ÈÏÄÉÔ ËÏÎÅÞÎÏÅ
ÞÉÓÌÏ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÈ ÓÉÍÐÌÅËÓÏ×, ÉÚ ÌÅÍÍÙ 2 ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÍ N ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ~x ∈ CUn (X)
ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ �Nn x = %n(~x). ðÏÓËÏÌØËÕ � É % | ÍÏÒÆÉÚÍÙ ËÏÍÐÌÅËÓÏ×, ÐÏÌÕÞÉÍ %n(@C

U (X)
n ~x) = @C(X)

n %n(x) =
@C(X)
n �Nn x = �Nn @

C(X)
n x = 0, ÏÔËÕÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ @C

U (X)
n ~x = 0 (%n | ×ÌÏÖÅÎÉÅ). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, � = %∗;n~�,

ÇÄÅ ~� ∈ Hn(CU (X)) | ËÌÁÓÓ, ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÊ ÃÉËÌÏÍ ~x, ÞÔÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔ ÜÐÉÍÏÒÆÎÏÓÔØ %∗;n.
ôÅÐÅÒØ ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ %∗;n | ÍÏÎÏÍÏÒÆÉÚÍ. ðÕÓÔØ %∗;n� = 0, ÔÏ ÅÓÔØ %n(x) = @n+1y ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ x ∈

CUn (X), y ∈ Cn+1(X). óÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍÍÅ 1, @n+1y = @n+1�n+1y + @n+1Dn@n+1y = @n+1�n+1y + @n+1Dn%n(x) =
@n+1�n+1y+@n+1%n+1Dnx. ðÏ×ÔÏÒÑÑ ÜÔÕ ÐÒÏÃÅÄÕÒÕ N ÒÁÚ, ÐÏÌÕÞÉÍ %n(x) = @n+1�Nn+1y+@n+1%n+1Dn(1+�n+
· · ·+ �N−1

n )Dnx. åÓÌÉ N ÔÁËÏ×Ï, ÞÔÏ �Nn+1y = %n(~y) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ~y ∈ CUn (X), ÐÏÌÕÞÉÍ %n(x) = @n+1%n(~y +
(1 + �n + · · ·+ �N−1

n )x) = %n@C
U (X)
n+1 (~y+ (1 + �n + · · ·+ �N−1

n )x), ÏÔËÕÄÁ x = @C
U (X)
n+1 (~y+ (1 + �n + · · ·+ �N−1

n )x).
ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ËÌÁÓÓ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ Hn(CU (X)), ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÍÙÊ x, ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ, É ÍÏÎÏÍÏÒÆÎÏÓÔØ ÄÏËÁÚÁÎÁ. ¤


