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ëÒÁÔËÏÅ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ. ôÅÏÒÅÍÁ Ï ÎÁËÒÙ×ÁÀÝÅÊ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ.

ðÕÓÔØ ÄÁÎÙ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á E É B, ÄÉÓËÒÅÔÎÏÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï F É ÎÅÐÒÅ-
ÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ p : E → B. îÁÂÏÒ ÄÁÎÎÙÈ (E;B; F; p) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÁËÒÙÔÉÅÍ, ÅÓÌÉ p ÌÏËÁÌØÎÏ ÏÂÒÁ-
ÔÉÍÏ: ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ b ∈ B ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï U ⊂ B, b ∈ U (ÔÒÉ×ÉÁÌÉÚÕÀ-
ÝÁÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ), É ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ � : p−1(U) → F (ÔÒÉ×ÉÁÌÉÚÁÃÉÑ), ÔÁËÉÅ ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ
� : p−1(U) → U × F , ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÆÏÒÍÕÌÏÊ �(x) = (p(x); �(x)), Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ.
B ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÂÁÚÏÊ ÎÁËÒÙÔÉÑ, E | ÔÏÔÁÌØÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ, p | ÐÒÏÅËÃÉÅÊ (ÉÌÉ ÔÏÖÅ ÎÁËÒÙÔÉÅÍ),

F | ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍ ÓÌÏÅÍ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ Ó×ÏÅÊ ÍÏÝÎÏÓÔØÀ,
ÞÁÓÔÏ ÇÏ×ÏÒÑÔ Ï ÎÁËÒÙÔÉÉ ÓÏ ÓÌÏÅÍ ÔÁËÏÊ-ÔÏ ÍÏÝÎÏÓÔÉ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÓÞÅÔÎÙÍ).

ðÒÉÍÅÒ 1. ðÕÓÔØ E = B×F , p : E → B | ÐÒÏÅËÃÉÑ ÐÒÑÍÏÇÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÎÁ ÐÅÒ×ÙÊ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌØ: p(b; s) def= b
(b ∈ B, s ∈ F , ÔÁË ÞÔÏ (b; s) ∈ B × F = E). ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ b ∈ B × ËÁÞÅÓÔ×Å ÔÒÉ×ÉÁÌÉÚÕÀÝÅÊ
ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ U = B, Á × ËÁÞÅÓÔ×Å ÔÒÉ×ÉÁÌÉÚÁÃÉÉ | ÐÒÏÅÃÉÀ ÎÁ ×ÔÏÒÏÊ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌØ: �(b; s) def= s.
äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ p−1(U) = p−1(B) = E, É �(b; s) = (p(b; s); �(b; s)) = (b; s) | ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ
ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ E → B × F .

ôÁËÏÅ ÎÁËÒÙÔÉÅ p ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÍ.
ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÁËÒÙÔÉÅ ÌÏËÁÌØÎÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÅËÃÉÅÊ ÐÒÑÍÏÇÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÎÁ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌØ (p−1 ÇÏ-

ÍÅÏÍÏÒÆÎÏ U×F ). çÌÏÂÁÌØÎÏ ÜÔÏ, ÏÄÎÁËÏ, ÎÅ ÔÁË (Ô.Å. ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÎÁËÒÙÔÉÑ, ÎÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÅ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÍ
× ÓÍÙÓÌÅ ÐÒÉÍÅÒÁ 1):
ðÒÉÍÅÒ 2. E = R, B = S1 = {z ∈ C | |z| = 1}, F | ÓÞÅÔÎÏÅ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, p : R → S1 |
ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ p(t) = exp(2�it).

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÏÇÏ, ÞÔÏ (E;B; p; F ) | ÎÁËÒÙÔÉÅ, ÒÅÁÌÉÚÕÅÍ F ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ Z ⊂
R Ó ÉÎÄÕÃÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ (ÏÎÁ ÄÉÓËÒÅÔÎÁ). äÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ b ∈ S1 ×ÏÚØÍÅÍ × ËÁÞÅÓÔ×Å U ÄÕÇÕ,
ÓÏÄÅÒÖÁÝÕÀ b É ÔÏÞËÕ 1 ∈ S1, ÔÁËÕÀ ÞÔÏ U 6= S1. ôÏÇÄÁ p−1(U) ⊂ R | ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÓÞÅÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ
ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ× (�+n; �+n), n ∈ Z. ðÒÉ ÜÔÏÍ −1 < � < 0 < � < 1, ÔÁË ÞÔÏ n ∈ (�+n; �+n),
É ÄÒÕÇÉÈ ÃÅÌÙÈ ÔÏÞÅË (�+ n; � + n) ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ. ðÏÌÏÖÉÍ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ �(x) = n, ÅÓÌÉ x ∈ (�+ n; � + n)
(ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ p−1(U) ÔÁËÏÅ n ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏ. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ � ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ
�(x) = (exp(2�ix); �(x)); ÐÏÓËÏÌØËÕ U ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÕ (�; �), Á p−1 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅÓ×ÑÚÎÙÍ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅÍ
ÓÞÅÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÔÁËÉÈ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ×, � | ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ.

÷ ÔÏ ÖÅ ×ÒÅÍÑ R ÎÅ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ S1×F (R ÌÉÎÅÊÎÏ Ó×ÑÚÎÏ, Á S1×F ÎÅÔ), ÔÁË ÞÔÏ ÜÔÏÔ ÐÒÉÍÅÒ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ
ÞÁÓÔÎÙÍ ÓÌÕÞÁÅÍ ÐÒÉÍÅÒÁ 1.
ðÒÉÍÅÒ 3. E = Sn, B = RPn = Sn=(x ∼ −x), F ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ Ä×ÕÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, p | ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÐÒÏÅËÃÉÑ ÎÁ
ÆÁËÔÏÒÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï (p(x) | ÐÁÒÁ, ÓÏÓÔÏÑÝÁÑ ÉÚ ÔÏÞÅË x É −x). äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÎÁËÒÙÔÉÅ, |
ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ.

äÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ b ∈ B ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ �−1∣∣
{b}×F : {b} × F → p−1(b) | ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ. ðÏÓËÏÌØËÕ

{b} × F ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÍÕ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ F , ÐÒÏÏÂÒÁÚ p−1(b) ⊂ E ÔÁËÖÅ ÄÉÓËÒÅÔÅÎ É ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÅÎ
(Ô.Å. ÒÁ×ÎÏÍÏÝÅÎ) F . ðÏÜÔÏÍÕ ÞÁÓÔÏ ÐÒÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁËÒÙÔÉÑ ÓÌÏÊ F ÎÅ ÕËÁÚÙ×ÁÀÔ Ñ×ÎÏ | ×ÓÅÇÄÁ ÍÏÖÎÏ
×ÚÑÔØ F = p−1(b) ÄÌÑ ÏÔÍÅÞÅÎÎÏÊ ÔÏÞËÉ b ∈ B.

üÔÏÇÏ Ó×ÏÊÓÔ×Á, ÏÄÎÁËÏ, ÎÅÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ (E;B; p; F ) ÂÙÌÏ ÎÁËÒÙÔÉÅÍ:
ðÒÉÍÅÒ 4. B = [−1; 1], Á E ⊂ R2 ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÏÔÒÅÚËÏ× I0 = {(0; t) | t ∈ [−1; 0]}, I1 = {(1; t) | t ∈ [−1; 0]},
I2 = {(t; t) | t ∈ [0; 1]} É I3 = {(t;−t) | t ∈ [0; 1]}. ïÔÒÅÚËÉ I1, I2 É I3 ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÕÀ ÔÏÞËÕ (0; 0), Á I0 Ó ÎÉÍÉ
ÏÂÝÉÈ ÔÏÞÅË ÎÅ ÉÍÅÅÔ. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ p : E → B | ÐÒÏÅËÃÉÑ p(x; y) = x.

ðÒÏÏÂÒÁÚ p−1(t) ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ t ÓÏÄÅÒÖÉÔ 2 ÔÏÞËÉ (É ÄÉÓËÒÅÔÅÎ. ëÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ
ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á | ÎÁÐÒÉÍÅÒ, R2 | ×ÓÅÇÄÁ ÄÉÓËÒÅÔÎÏ). ÷ ÔÏ ÖÅ ×ÒÅÍÑ p ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁËÒÙÔÉÅÍ: Õ ÔÏÞËÉ 0 ∈ B
ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÒÉ×ÉÁÌÉÚÕÀÝÅÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ U (ÄÏËÁÖÉÔÅ!).

ðÒÉÍÅÒ 5. E = B = C \ {0}, p(z) def= zn. äÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ b 6= 0 × ËÁÞÅÓÔ×Å ÔÒÉ×ÉÁÌÉÚÕÀÝÅÊ ÏËÒÅÓÔ-
ÎÏÓÔÉ ×ÏÚØÍÅÍ ÕÇÏÌ U Ó ×ÅÒÛÉÎÏÊ × 0 ×ÅÌÉÞÉÎÏÊ ' < 2�=n2, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ b. ôÏÇÄÁ p−1(U) | ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ n
ÕÇÌÏ× ×ÅÌÉÞÉÎÏÊ n' < 2�=n, ÏÔÌÉÞÁÀÝÉÈÓÑ ÄÒÕÇ ÏÔ ÄÒÕÇÁ ÐÏ×ÏÒÏÔÏÍ ÎÁ 2�=n É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÎÅ ÐÅÒÅÓÅ-
ËÁÀÝÉÈÓÑ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ p−1(U) ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ U × F , ÇÄÅ F | ÄÉÓËÒÅÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÉÚ n ÔÏÞÅË.
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ðÕÓÔØ (E;B; p; F ) | ÎÁËÒÙÔÉÅ.

ôÅÏÒÅÍÁ 1 (Ï ÎÁËÒÙ×ÁÀÝÅÊ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ). ðÕÓÔØ ÚÁÄÁÎÙ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : [0; 1]n → B É ÎÅ-
ÐÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F0 : [0; 1]n−1 → E, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ p(F0(t1; : : : ; tn−1)) = f(t1; : : : ; tn−1; 0) ÐÒÉ ×ÓÅÈ
(t1; : : : ; tn−1) ∈ [0; 1]n−1. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F : [0; 1]n → E ÔÁ-
ËÏÅ, ÞÔÏ F (t1; : : : ; tn−1; 0) = F0(t1; : : : ; tn−1) É p(F (t1; : : : ; tn)) = f(t1; : : : ; tn) ÐÒÉ ×ÓÅÈ (t1; : : : ; tn) ∈ [0; 1]n.

÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÐÒÉ n = 1 ÔÅÏÒÅÍÁ ×ÙÇÌÑÄÉÔ ÔÁË: ËÕÂ [0; 1]n−1 | ÔÏÞËÁ, Á ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F0 : ÔÏÞËÁ → E
ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ Ó×ÏÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ | ÔÏÞËÏÊ E.

ôÅÏÒÅÍÁ 1 ÄÌÑ n = 1. ðÕÓÔØ f : [0; 1] → B | ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁÑ ËÒÉ×ÁÑ, É e(= F0(ÔÏÞËÁ)) ∈ p−1(f(0)). ôÏÇÄÁ
ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁ ËÒÉ×ÁÑ F : [0; 1] → E ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ F (0) = e É p(F (t)) = f(t) ÐÒÉ ×ÓÅÈ t ∈ [0; 1].

ëÒÉ×ÁÑ F ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÏÄÎÑÔÉÅÍ ËÒÉ×ÏÊ f .
ôÅÏÒÅÍÁ 1 ÒÁÎÅÅ ÕÖÅ ÄÏËÁÚÙ×ÁÌÁÓØ ÄÌÑ ÎÁËÒÙÔÉÑ ÉÚ ÐÒÉÍÅÒÁ 2 (ÓÍ. ÌÅËÃÉÀ 1). ÷ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÄÏËÁÚÁ-

ÔÅÌØÓÔ×Ï ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÉ ÔÁËÏÅ ÖÅ:

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 1. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ S ⊂ [0; 1]n ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÁËÉÈ s = (s1; : : : ; sn) ∈ [0; 1]n, ÞÔÏ ÉÓËÏÍÏÅ
ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÐÏÄÎÑÔÉÅ F ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏ ÎÁ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÅ �s

def= [0; s1]×· · ·× [0; sn] É ÎÁ ÌÀÂÏÍ
ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÅ �u ⊂ �s (Ô.Å. ÔÁËÏÍ, ÞÔÏ u = (u1; : : : ; un), 0 ≤ ui ≤ si ÄÌÑ ×ÓÅÈ i). íÎÏÖÅÓÔ×Ï S ÎÅÐÕÓÔÏ,
ÐÏÓËÏÌØËÕ [0; 1]n−1 × {0} ⊂ S.

äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï S ÏÔËÒÙÔÏ: ÅÓÌÉ s ∈ S, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ " > 0 ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ B"(s) ∩ [0; 1]n ⊂ S.
äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÐÕÓÔØ U 3 f(s) | ÔÒÉ×ÉÁÌÉÚÕÀÝÁÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ, É " > 0 ÔÁËÏ×Ï, ÞÔÏ f(B"(s)) ⊂ U ("
ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ, ÔÁË ËÁË f ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏ). ðÕÓÔØ � : p−1(U) → U × F | ÔÒÉ×ÉÁÌÉÚÁÃÉÑ, Á p1; p2 : U × F → U;F |
ÐÒÏÅËÃÉÉ ÎÁ ÐÅÒ×ÙÊ É ×ÔÏÒÏÊ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌØ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. ôÏÇÄÁ � def= p2 ◦ � ◦ F : �s → F | ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÅ
ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ. ðÏÓËÏÌØËÕ �s Ó×ÑÚÅÎ, Á F ÄÉÓËÒÅÔÎÏ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ � | ËÏÎÓÔÁÎÔÁ: �(t) = q ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ
q ∈ F É ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ t ∈ �s. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ s′ ∈ B"(s) ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÄÏÌÖÉÔØ F ÎÁ �s′ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ
F (t) = �−1(f(t); q), ÇÄÅ t ∈ �s′ . äÒÕÇÉÈ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÊ ÎÅÔ: ÐÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ p(F (t)) = p1(�(F (t)) =
f(t), É p2(�(F (t))) = q ÄÌÑ ×ÓÅÈ t ∈ �s′ ÏÐÑÔØ ÖÅ × ÓÉÌÕ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ.

äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ S ÚÁÍËÎÕÔÏ: ÐÕÓÔØ s = limm→∞ s(m), ÇÄÅ s(m) ∈ S. ëÁË É ×ÙÛÅ, ÐÕÓÔØ U 3 f(s) | ÔÒÉ×É-
ÁÌÉÚÕÀÝÁÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ, É ÐÕÓÔØ Fm : �s(m) → E | ÐÏÄÎÑÔÉÅ. âÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ f(s(m)) ∈ U ÄÌÑ
×ÓÅÈ m. äÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ s = (s1; : : : ; sn) É t = (t1; : : : ; tn) ÐÏÌÏÖÉÍ min(s; t) def= (min(s1; t1); : : : ;min(sn; tn));
ÔÏÇÄÁ �min(s;t) = �s ∩ �t. âÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ f(min(s(p); s(q))) ∈ U ÐÒÉ ×ÓÅÈ p; q = 1; 2; : : : . ôÅÍ
ÓÁÍÙÍ ÎÁ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÅ �∗ def= �min(s(p);s(q)) = �s(p) ∩ �(q)

s ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ Ä×Á ÐÏÄÎÑÔÉÑ | Fp|�∗ É Fq|�∗ .
ðÏÓËÏÌØËÕ �∗ ⊂ �s(p) , ÐÏÄÎÑÔÉÅ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏ; ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ Ä×Á ÐÏÄÎÑÔÉÑ ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ, ÏÔËÕÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ
ÐÏÄÎÑÔÉÅ F ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ É ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏ ÎÁ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÉ S0

def= ⋃
m �s(m) . ÷ÓÅ ÔÏÞËÉ �s Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÐÒÅÄÅÌØÎÙÍÉ

ÄÌÑ S0. ðÏÓËÏÌØËÕ S0 Ó×ÑÚÎÏ (ÐÏÞÅÍÕ?), Á F ÄÉÓËÒÅÔÎÏ, p2(�(F (t)) = q = const: ÐÒÉ ×ÓÅÈ t ∈ S0. ôÏÇÄÁ ÍÏÖÎÏ
ÐÏÌÏÖÉÔØ F (s) = �−1(f(s); q), É ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ t ∈ �s. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÎÅÐÒÅ-
ÒÙ×ÎÏÅ ÐÏÄÎÑÔÉÅ F : �s → E. åÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ ÅÇÏ ÏÞÅ×ÉÄÎÁ (ÉÚ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ ÐÒÅÄÅÌÁ); ÐÏÜÔÏÍÕ s ∈ S, É
S ÚÁÍËÎÕÔÏ.

íÎÏÖÅÓÔ×Ï S ⊂ [0; 1]n ÏÔËÒÙÔÏ, ÚÁÍËÎÕÔÏ É ÎÅÐÕÓÔÏ; ËÕÂ [0; 1]n Ó×ÑÚÅÎ, ÏÔËÕÄÁ S = [0; 1]n É ÔÅÏÒÅÍÁ
ÄÏËÁÚÁÎÁ. ¤

ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÔÏÔÁÌØÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï E É ÂÁÚÁ B ÌÉÎÅÊÎÏ Ó×ÑÚÎÙ; e ∈ E | ÏÔÍÅÞÅÎÎÁÑ ÔÏÞËÁ,
b = p(e) ∈ B. ôÏÇÄÁ p : E → B ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ p∗ : �1(E; e) → �1(B; b).

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1. p∗ | ÍÏÎÏÍÏÒÆÉÚÍ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. îÕÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Ker p∗ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏ, Ô.Å. ÅÓÌÉ p∗(x) = 1 ∈ �1(B; b), ÔÏ x = 1 ∈ �1(E; e).
ðÕÓÔØ  : [0; 1] → E | ËÒÉ×ÁÑ, ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÝÁÑ ËÌÁÓÓ x, (0) = (1) = e. ôÏÇÄÁ ÐÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÐÅÔÌÑ p◦ : [0; 1] →
B ÓÔÑÇÉ×ÁÅÍÁ, Ô.Å. ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ (ÇÏÍÏÔÏÐÉÑ) f : [0; 1]2 → B, ÞÔÏ f(t; 0) = p((t)),
f(t; 1) = b ÄÌÑ ×ÓÅÈ t, É f(0; s) = f(1; s) = b ÄÌÑ ×ÓÅÈ s (ÐÏÓËÏÌØËÕ ÜÔÏ ÓÔÑÇÉ×ÁÎÉÅ ÐÅÔÅÌØ). óÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ
1 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F : [0; 1]2 → E, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ p(F (t; s)) = f(t; s) ÄÌÑ ×ÓÅÈ t; s É
F (t; 0) = (t) ÄÌÑ ×ÓÅÈ t. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, p(F (0; s)) = f(0; s) = b = f(1; s) = p(F (1; s)) ÄÌÑ ×ÓÅÈ s. ðÏÓËÏÌØËÕ
ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï p−1(b) ⊂ E ÄÉÓËÒÅÔÎÏ, Á s ∈ [0; 1] | Ó×ÑÚÎÏÅ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ F (0; s) = const: = F (0; 0) = (0) = e,
É ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ÄÌÑ F (1; s). ôÅÍ ÓÁÍÙÍ F | ÓÔÑÇÉ×ÁÎÉÅ ÐÅÔÌÉ , ËÏÔÏÒÁÑ ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ËÌÁÓÓ
x = 1 ∈ �1(E; e). ¤

ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ËÁÖÄÏÍÕ ÌÉÎÅÊÎÏ Ó×ÑÚÎÏÍÕ ÎÁËÒÙÔÉÀ Ó ÌÉÎÅÊÎÏ Ó×ÑÚÎÏÊ ÂÁÚÏÊ B ÓÏÐÏÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ
p∗(�1(E; e)) ⊂ �1(B; b), ÉÚÏÍÏÒÆÎÁÑ �1(E; e).

óÅÞÅÎÉÅÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ p : E → B ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÒÁ×ÏÅ ÏÂÒÁÔÎÏÅ Ë p, Ô.Å. ÔÁËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ s : B → E, ÞÔÏ
p ◦ s = idB .



óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 2. îÁËÒÙÔÉÅ p : E → B, × ËÏÔÏÒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á B É E ÌÉÎÅÊÎÏ Ó×ÑÚÎÙ, Á ÓÌÏÊ F ÓÏÄÅÒÖÉÔ
ÂÏÌØÛÅ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÉ, ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÓÅÞÅÎÉÊ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ s : B → E | ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÓÅÞÅÎÉÅ; ÚÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÔÏÞËÕ b ∈ B É ÐÕÓÔØ e def= s(b).
ðÏÓËÏÌØËÕ ÓÌÏÊ ÎÁËÒÙÔÉÑ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÂÏÌØÛÅ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÉ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÏÞËÁ u 6= e ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ p(u) = b = p(e).

ðÕÓÔØ � : [0; 1] → E | ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁÑ ËÒÉ×ÁÑ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ �(0) = e, �(1) = u (ÔÁËÁÑ ËÒÉ×ÁÑ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ, ÐÏ-
ÓËÏÌØËÕ E ÌÉÎÅÊÎÏ Ó×ÑÚÎÏ), É ÐÕÓÔØ  = p◦�; ÔÏÇÄÁ  | ÐÅÔÌÑ. ðÏÄÎÑÔÉÅÍ  Ñ×ÌÑÅÔÓÑ, × ÓÉÌÕ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ,
ÎÅÚÁÍËÎÕÔÁÑ ËÒÉ×ÁÑ , ÏÔËÕÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ËÌÁÓÓ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ [] ∈ �1(B; b) ÎÅ ÌÅÖÉÔ × ÏÂÒÁÚÅ ÍÏÎÏÍÏÒÆÉÚÍÁ
p∗ : �1(E; e) → �1(B; b); ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ p∗ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÜÐÉ- (Á, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, É ÉÚÏ-) ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ.

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, p∗ ◦ s∗ = (p ◦ s)∗ = id�1(B;b). ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ x ∈ �1(B; b) ÉÍÅÅÍ p∗(s∗(x)) = x,
ÔÏ ÅÓÔØ p∗(�1(E; e)) = �1(B; b), ÔÏ ÅÓÔØ p∗ | ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍ. ðÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ. ¤
óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 3 (ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ 2). îÉ ÄÌÑ ËÁËÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ n > 1 ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÇÏ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ
ËÏÒÎÑ n-ÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ, Ô.Å. ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ w : C→ C, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ wn(z) ≡ z.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. åÓÌÉ w ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ, ÔÏ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, w(0) = 0 É w(z) 6= 0 ÐÒÉ z 6= 0. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ w
ÎÁ C \ {0} Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ C \ {0} → C \ {0} É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÍ ÓÅÞÅÎÉÅÍ
ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ p : C \ {0} → C \ {0}, ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ÆÏÒÍÕÌÏÊ p(z) = zn. ðÏÓËÏÌØËÕ p | n-ÌÉÓÔÎÏÅ ÎÁËÒÙÔÉÅ
(ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÐÒÉÍÅÒÕ 5), ÏÎÏ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÓÅÞÅÎÉÊ. ¤

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÇÏ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÌÏÇÁÒÉÆÍÁ.


