
Àëãåáðà � II

Ëèñòîê 4

Ïðåäñòàâëåíèÿ ñèììåòðè÷åñêèõ ãðóïï.

Ñðîê ñäà÷è 18 äåêàáðÿ.

Óñëîâèìñÿ íàçûâàòü òàâòîëîãè÷åñêèì n-ìåðíîå ïðåäñòàâëåíèå ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïû Sn â
ïðîñòðàíñòâå Cn, ïðè êîòîðîì ïåðåñòàâëÿþòñÿ áàçèñíûå âåêòîðû ñòàíäàðòíîãî áàçèñà. Òàâòî-
ëîãè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé ñóììîé òðèâèàëüíîãî îäíîìåðíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ è
(n − 1)-ìåðíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïîé (íåñîáñòâåííûõ) äâèæåíèé ñòàíäàðòíîãî ïðàâèëüíîãî
(n− 1)-ìåðíîãî ñèìïëåêñà. Ýòî ïîñëåäíåå ïðåäñòàâëåíèå ìû áóäåì íàçûâàòü ñèìïëèöèàëüíûì.

(1) Äîêàæèòå, ÷òî ñèìïëèöèàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïû íåïðèâîäèìî, è
âû÷èñëèòå åãî õàðàêòåð.

(2) Âû÷èñëèòå ñêàëÿðíûé êâàäðàò (îòíîñèòåëüíî ñòàíäàðòíîé ýðìèòîâîé ñòðóêòóðû íà C[Sn])
õàðàêòåðà k-òîé âíåøíåé ñòåïåíè òàâòîëîãè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ñèììåòðè÷åñêîé ãðóï-
ïû à) S4; á) Sn.

(3) Âûâåäèòå èç ïðåäûäóùåé çàäà÷è, ÷òî âñå âíåøíèå ñòåïåíè ñèìïëèöèàëüíîãî ïðåäñòàâëå-
íèÿ ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïû íåïðèâîäèìû (äëÿ ýòîãî ðàçëîæèòå âíåøíþþ ñòåïåíü òàâ-
òîëîãè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ â ñóììó ïîäõîäÿùèõ âíåøíèõ ñòåïåíåé ñèìïëèöèàëüíîãî
ïðåäñòàâëåíèÿ).

(4) Îáîçíà÷èì ÷åðåç Symk : V ⊗k → V ⊗k (ñîîòâåòñòâåííî, Altk : V ⊗k → V ⊗k) îïåðàòîð ñèì-
ìåòðèçàöèè (ñîîòâåòñòâåííî, àíòèñèììåòðèçàöèè). Óêàæèòå ÿâíî òàêîé íåíóëåâîé òåíçîð
τ ∈ V ⊗3, äëÿ êîòîðîãî

Sym3(τ) = Alt3(τ) = 0.

(5) Ñ êàæäîé òàáëèöåé Þíãà, ïîñòðîåííîé ïî äèàãðàììå Þíãà λ, ñâÿæåì ñëåäóþùèå òðè
ýëåìåíòà ãðóïïîâîé àëãåáðû CSn:

aλ =
∑
σ∈R

σ, bλ =
∑
σ∈C

sgn(σ) · σ, cλ = aλ · bλ

ãäå R,C ⊆ G � ïîäãðóïïû, ñîõðàíÿþùèå ñîîòâåòñòâåííî ñòðîêè è ñòîëáöû âûáðàííîé
òàáëèöû Þíãà. Ýëåìåíò cλ íàçûâàåòñÿ ñèììåòðèçàòîðîì Þíãà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Vλ
ëåâûé èäåàë, ïîðîæäåííûé cλ â CSn. Äîêàæèòå, ÷òî Vλ � åäèíñòâåííûé (ñ òî÷íîñòüþ äî
èçîìîðôèçìà) ïðîñòîé CSn-ìîäóëü, âõîäÿùèé êàê â IndSn

R C1, òàê è â IndSn
C Cε, ãäå C1 �

òðèâèàëüíûé îäíîìåðíûé CR-ìîäóëü, à Cε � çíàêîïåðåìåííûé îäíîìåðíûé CC-ìîäóëü.
Ïðîöåäóðà ïîñòðîåíèÿ ïî äèàãðàììå Þíãà λ íåïðèâîäèìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû Sn

â ïðîñòðàíñòâå Vλ (ñîîòâåòñòâóþùåãî åñòåñòâåííîé ñòðóêòóðå CSn-ìîäóëÿ íà Vλ) íàçûâà-
åòñÿ êîíñòðóêöèåé Øóðà.

(6) Äîêàæèòå, ÷òî îäíîìåðíûå òðèâèàëüíîå è çíàêîïåðåìåííîå ïðåäñòàâëåíèÿ ñèììåòðè÷å-
ñêîé ãðóïïû ïîëó÷àþòñÿ ïðèìåíåíèåì êîíñòðóêöèè Øóðà ê äèàãðàììàì
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ñîîòâåòñòâåííî.
(7) Äîêàæèòå, ÷òî ïðè ïðèìåíåíèè êîíñòðóêöèè Øóðà ê òðàíñïîíèðîâàííûì äèàãðàììàì

Þíãà ïîëó÷àòñÿ ïðåäñòàâëåíèÿ, îòëè÷àþùèåñÿ äðóã îò äðóãà òåíçîðíûì óìíîæåíèåì íà
îäíîìåðíîå çíàêîïåðåìåííîå ïðåäñòàâëåíèå.

(8) Óñòàíîâèòå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ïðåäñòàâëåíèÿìè Øóðà ãðóïï S3 è S4 è íåïðèâîäèìûìè
ïðåäñòàâëåíèÿìè ýòèõ ãðóïï, îïèñàííûìè ãåîìåòðè÷åñêè â çàäà÷àõ èç ïðîøëûõ ëèñòêîâ.

(9) Äîêàæèòå, ÷òî k-òàÿ âíåøíÿÿ ñòåïåíü ñèìïëèöèàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ñèììåòðè÷åñêîé
ãðóïïû ïîëó÷àåòñÿ ïðèìåíåíèåì êîíñòðóêöèè Øóðà ê äèàãðàììå-êðþêó
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 .


