
Àëãåáðà � II

Ëèñòîê 3

Õàðàêòåðû.

Ñðîê ñäà÷è çàäà÷ ñ 1 ïî 7 � 30 íîÿáðÿ.

1. Äîêàæèòå, ÷òî ïðåäñòàâëåíèå êîíå÷íîé ãðóïïû èçîìîðôíî ñâîåìó ñîïðÿæåííîìó òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå çíà÷åíèÿ åãî õàðàêòåðà âåùåñòâåííû.

2. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà g íååäèíè÷íîé êîíå÷íîé ãðóïïû G ñóùåñòâóåò òàêîé
íåòðèâèàëüíûé íåïðèâîäèìûé êîìïëåêñíûé õàðàêòåð χ ãðóïïû G, ÷òî χ(g) 6= 0.

3. Ïóñòü ε � îäíîìåðíîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû S4, â êîòîðîì êàæäàÿ ïåðåñòàíîâêà äåéñòâóåò
óìíîæåíèåì íà ñâîé çíàê, ρ � åå ïðåäñòàâëåíèå âðàùåíèÿìè êóáà, à τ � åå ïðåäñòàâëåíèå
ñèììåòðèÿìè òåòðàýäðà. Äîêàæèòå, ÷òî ρ⊗ ε ' τ è τ ⊗ ε ' ρ.

4. Ðàçëîæèòå íà íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèå S4 â ïðîñòðàíñòâå ôóíêöèé íà ðåáðàõ òåòðàýäðà.

5. Ïóñòü ρ � íåïðèâîäèìîå äâóìåðíîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû S3.

(a) Ðàçëîæèòå S2ρ è S3ρ â ïðÿìóþ ñóììó íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé.

(b) Äîêàæèòå, ÷òî Sn+6ρ ' Snρ⊕κ, ãäå ÷åðåç κ îáîçíà÷åíî ðåãóëÿðíîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû
G, à n ∈ N.

(c) Îïèøèòå ðàçëîæåíèå Snρ â ïðÿìóþ ñóììó íåïðèâîäèìûõ äëÿ ëþáîãî n ∈ N.
(d) Îïèøèòå àëãåáðó âñåõ G-èíâàðèàíòíûõ ïîëèíîìîâ íà V , ãäå V � ïðîñòðàíñòâî ïðåäñòàâ-

ëåíèÿ ρ.

6. Ïóñòü G � êîíå÷íàÿ ãðóïïà, H ⊂ G � ïîäãðóïïà (íå îáÿçàòåëüíî íîðìàëüíàÿ), X = G/H
� ìíîæåñòâî ëåâûõ ñìåæíûõ êëàññîâ, íà êîòîðîì ãðóïïà G äåéñòâóåò ëåâûìè óìíîæåíè-
ÿìè. Äîêàæèòå, ÷òî õàðàêòåð ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû G â ïðîñòðàíñòâå CX âû÷èñëÿåòñÿ ïî
ôîðìóëå:

χ(C) =
|G| · |C ∩H|
|C| · |H|

,

ãäå C � êëàññ ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ ãðóïïû G. (Íàïîìíèì, ÷òî òàêèå ïðåäñòàâëåíèÿ íà-
çûâàþòñÿ êâàçèðåãóëÿðíûìè.)

7. Ïóñòü ïåðåñå÷åíèå êëàññà ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ C ⊂ G ñ ïîäãðóïïîé H ⊂ G ðàñêëàäûâà-
åòñÿ â äèçúþíêòíîå îáúåäèíåíèå C ∩H = D1t· · ·tDs êëàññîâ H-ñîïðÿæåííîñòè. Äîêàæèòå,
÷òî çíà÷åíèå íà C õàðàêòåðà ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû G, èíäóöèðîâàííîãî ñ ïðîèçâîëüíîãî
ïðåäñòàâëåíèÿ ρ ïîäãðóïïû H, âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå:

χInd ρ(C) =
|G|

|C| · |H|

s∑
i=1

|Di| · χρ(Di).

8∗. Ïóñòü ρ : G → GL(V ) � òî÷íîå ïðåäñòàâëåíèå êîíå÷íîé ãðóïïû G (òî åñòü G ' ρ(G)).
Äîêàæèòå, ÷òî â ðàçëîæåíèÿõ åãî òåíçîðíûõ ñòåïåíåé âñòðå÷àþòñÿ âñå íåïðèâîäèìûå ïðåä-
ñòàâëåíèÿ ãðóïïû G.


