
Àëãåáðà � II

Ëèñòîê 2

Ïðåäñòàâëåíèÿ.

Ñðîê ñäà÷è çàäà÷ 1�8 � 6 íîÿáðÿ.

1. Êàêèå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìîãóò èìåòü îïåðàòîðû ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû äâèæåíèé òðå-
óãîëüíèêà D3?

2. Êàê äåéñòâóåò îïåðàòîð, ïðåäñòàâëÿþùèé ñèììåòðèþ òðåóãîëüíèêà, íà ñîáñòâåííûõ ïîäïðî-
ñòðàíñòâàõ îïåðàòîðà, ïðåäñòàâëÿþùåãî ïîâîðîò?

3. Äîêàæèòå, ÷òî ãðóïïà D3 èìååò âñåãî òðè íåïðèâîäèìûõ êîìïëåêñíûõ ïðåäñòàâëåíèÿ: äâà
îäíîìåðíûõ è îäíî äâóìåðíîå.

4. Êëàññèôèöèðóéòå ïðîñòûå ìîäóëè íàä àññîöèàòèâíîé àëãåáðîé A, ãäå

(a) A = C[x]/(x2 − 3x + 2);

(b) A = C[x]/(x2 − 2x + 1).

5. ßâëÿåòñÿ ëè ïîëóïðîñòûì ëþáîé êîíå÷íîìåðíûé ìîäóëü íàä àëãåáðîé A èç ïðåäûäóùåé
çàäà÷è?

6. Íàéäèòå âñå òàêèå ãðóïïû G, äëÿ êîòîðûõ CG = C⊕ C⊕ C⊕ C (ïðÿìàÿ ñóììà àëãåáð).

7. Ïåðå÷èñëèòå âñå (ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà) êîíå÷íûå ãðóïïû G, äëÿ êîòîðûõ ãðóïïîâàÿ
àëãåáðà CG èçîìîðôíà

(a) ïðÿìîé ñóììå äâóõ ìàòðè÷íûõ àëãåáð;

(b) ïðÿìîé ñóììå òðåõ ìàòðè÷íûõ àëãåáð.

8. Ïóñòü V = C2 è (e1, e2) � ñòàíäàðòíûé áàçèñ V . Ðàññìîòðèì â òåíçîðíîé àëãåáðå T (V )
äâóñòîðîííèé èäåàë I, ïîðîæäåííûé (e1 ⊗ e1), (e2 ⊗ e2) è (e1 ⊗ e2 + e2 ⊗ e1 − 1). Îáîçíà÷èì
÷åðåç C ôàêòîðàëãåáðó T (V )/I.

(a) ×åìó ðàâíà ðàçìåðíîñòü àëãåáðû C?

(b) Ïóñòü X =

(
0 1
0 0

)
è Y =

(
0 0
1 0

)
. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò ìàòðè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå

àëãåáðû C, ïåðåâîäÿùåå e1 â X, à e2 â Y . ßâëÿåòñÿ ëè îíî íåïðèâîäèìûì?

(c) Ïåðå÷èñëèòå âñå (ñ òî÷íîñòüþ äî ýêâèâàëåíòíîñòè) íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ àëãåá-
ðû C.

9. Ïóñòü V � n-ìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì C, à q � êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà íà
V . Àëãåáðîé Êëèôôîðäà C(q) íàçûâàåòñÿ ôàêòîðàëãåáðà òåíçîðíîé àëãåáðû ïðîñòðàíñòâà V
ïî äâóñòîðîííåìó èäåàëó, ïîðîæäåííîìó ýëåìåíòàìè âèäà v ⊗ v − q(v). ×åìó ðàâíà ðàçìåð-
íîñòü C(q)?

10. Ïóñòü V = W ∗ ⊕W è q � êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà íà V , çàäàííàÿ ôîðìóëîé q((ϕ,w)) = ϕ(w).
Ïîëîæèì M = Λ(W ).

(a) Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò íåïðèâîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû Êëèôôîðäà C(q) â ïðî-
ñòðàíñòâå M , ïåðåâîäÿùåå (ϕ, 0) ∈ V â îïåðàòîð âíóòðåííåãî óìíîæåíèÿ íà ϕ ∈ W ∗, à
(0, w) � â îïåðàòîð âíåøíåãî óìíîæåíèÿ íà w ∈ W .

(b) Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîå íåïðèâîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû C(q) ýêâèâàëåíòíî ýòîìó
ïðåäñòàâëåíèþ.


