
Àëãåáðà � II

Ëèñòîê 1

Ãðóïïû.

Ñðîê ñäà÷è çàäà÷ 1�9 � 26 ñåíòÿáðÿ.

1. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáàÿ ïîäãðóïïà, ñîäåðæàùàÿ êîììóòàíò ãðóïïû, íîðìàëüíà.

2. Äîêàæèòå, ÷òî öåíòð ãðóïïû ïîðÿäêà pn ñîäåðæèò áîëåå îäíîãî ýëåìåíòà (p � ïðîñòîå ÷èñëî,
n ∈ N).

3. Ñóùåñòâóþò ëè íåàáåëåâû ãðóïïû ïîðÿäêà p2?

4. Ïóñòü G � ãðóïïà âåðõíèõ óíèòðåóãîëüíûõ ìàòðèö ïîðÿäêà 3 ñ ýëåìåíòàìè èç ïîëÿ F3.
Íàéäèòå ïîðÿäîê ãðóïïû G, åå öåíòð è êëàññû ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ.

5. Ìîæåò ëè áûòü öèêëè÷åñêîé

(a) ôàêòîðãðóïïà íåêîììóòàòèâíîé ãðóïïû ïî åå öåíòðó?

(b) ãðóïïà âñåõ àâòîìîðôèçìîâ íåêîììóòàòèâíîé ãðóïïû?

6. Ñêîëüêî ñèëîâñêèõ p-ïîäãðóïï â (a) GL2(Fp)? (b) GLn(Fp)?

7. Íàéäèòå êîììóòàíòû ãðóïï (a) S3; (b) A4; (c) D4; (d) S4; (e) Q8 (ãðóïïà Ãàìèëü-
òîíà); (f) D5.

8. (a) Äîêàæèòå, ÷òî êîììóòàíò ëþáîé íîðìàëüíîé ïîäãðóïïû ãðóïïû G ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé
ïîäãðóïïîé ãðóïïû G.

(b) Âåðíî ëè, ÷òî ëþáàÿ íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà êîììóòàíòà ãðóïïû G ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé
ïîäãðóïïîé ãðóïïû G?

9. Ïóñòü p, q � ïðîñòûå ÷èñëà, p < q.

(a) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè p íå äåëèò q − 1, òî ëþáàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà pq � àáåëåâà. Ñêîëüêî èõ
(ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà)?

(b) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè p äåëèò q − 1, òî ñóùåñòâóåò íåàáåëåâà ãðóïïà ïîðÿäêà pq. Ñêîëüêî
èõ (ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà)?

10. Äîêàæèòå ðàçðåøèìîñòü ëþáîé ãðóïïû ïîðÿäêà

(a) pn, ãäå p � ïðîñòîå ÷èñëî, n ∈ N;
(b) pq, ãäå p, q � ðàçëè÷íûå ïðîñòûå ÷èñëà;

(c) p2q, ãäå p, q � ðàçëè÷íûå ïðîñòûå ÷èñëà;

(d) n < 60.

11. Ïóñòü ïîðÿäîê ãðóïïû G ðàâåí 60.

(a) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ÷èñëî ñèëîâñêèõ 2-ïîäãðóïï â ãðóïïå G íå ðàâíî 5, òî ãðóïïà G
ðàçðåøèìà.

(b) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ãðóïïà G ïðîñòà, òî îíà èçîìîðôíà ãðóïïå A5.


