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Ëèíåéíûå ïðåäñòàâëåíèÿ è ìîäóëè

Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü G � ãðóïïà. Ëèíåéíûì ïðåäñòàâëåíèåì ãðóïïû G â ïðîñòðàíñòâå V
íàçûâàåòñÿ òàêîå îòîáðàæåíèå ρ : G −→ Endk V , ÷òî ρ(e) = idV è ρ(gh) = ρ(g)ρ(h) äëÿ ëþáûõ g, h ∈
G . Äðóãèìè ñëîâàìè, ëèíåéíîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû G â ïðîñòðàíñòâå V � ýòî ãîìîìîðôèçì åå
â ãðóïïó GL(V ) îáðàòèìûõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ â ïðîñòðàíñòâå V .

Îïðåäåëåíèå 2. Ïóñòü A � àññîöèàòèâíàÿ àëãåáðà ñ åäèíèöåé. Ëèíåéíûì ïðåäñòàâëåíèåì àë-
ãåáðû A â ïðîñòðàíñòâå V íàçûâàåòñÿ òàêîå îòîáðàæåíèå ρ : A −→ Endk V , ÷òî ρ(1) = idV ,
ρ(xa) = xρ(a) , ρ(a + b) = ρ(a) + ρ(b) è ρ(ab) = ρ(a)ρ(b) äëÿ ëþáîãî x ∈ k è äëÿ ëþáûõ a, b ∈ A .
Äðóãèìè ñëîâàìè, ëèíåéíîå ïðåäñòàâëåíèå àññîöèàòèâíîé àëãåáðû ñ åäèíèöåé A â ïðîñòðàíñòâå
V � ýòî ãîìîìîðôèçì åå â àññîöèàòèâíóþ àëãåáðó ñ åäèíèöåé Endk V âñåõ ëèíåéíûõ îïåðàòî-
ðîâ â ïðîñòðàíñòâå V (ïîä ãîìîìîðôèçìîì àëãåáð ñ åäèíèöåé ìû ïîíèìàåì ãîìîìîðôèçì àëãåáð,
ïåðåâîäÿùèé åäèíèöó â åäèíèöó).

Âìåñòî ñëîâ �ëèíåéíîå ïðåäñòàâëåíèå� ìû áóäåì îáû÷íî ãîâîðèòü ïðîñòî �ïðåäñòàâëåíèå�, äðó-
ãèå (íå ëèíåéíûå) ïðåäñòàâëåíèÿ íàì íå âñòðåòÿòñÿ.

Îïðåäåëåíèå 3. Ïóñòü A � àññîöèàòèâíàÿ àëãåáðà ñ åäèíèöåé íàä ïîëåì k . Ëåâûì A-ìîäóëåì
íàçûâàåòñÿ âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî V íàä ïîëåì k , ñíàáæåííîå îïåðàöèåé ëåâîãî óìíîæåíèÿ íà
ýëåìåíòû àëãåáðû A , ïðè÷åì òðåáóåòñÿ âûïîëíåíèå ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

1. 1v = v äëÿ ëþáîãî v ∈ V ;

2. îòîáðàæåíèå A× V −→ V , ïåðåâîäÿùåå âñÿêóþ ïàðó (a, v) â av , áèëèíåéíî;

3. (ab)v = a(bv) äëÿ ëþáûõ a, b ∈ A , v ∈ V .

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ïîíÿòèå ïðàâîãî A-ìîäóëÿ.

ßñíî, ÷òî ïîíÿòèÿ ëåâîãî A-ìîäóëÿ è ïðåäñòàâëåíèÿ àëãåáðû A òåñíî ñâÿçàíû: åñëè çàäàíî
ïðåäñòàâëåíèå ρ : A −→ Endk V , òî V ïîëó÷àåò åñòåñòâåííóþ ñòðóêòóðó ëåâîãî A-ìîäóëÿ (ïðî-
èçâåäåíèå av îïðåäåëÿåòñÿ êàê ρ(a)v ); íàîáîðîò, åñëè âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî V ÿâëÿåòñÿ ëåâûì
A-ìîäóëåì, òî òåì ñàìûì çàäàåòñÿ ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû A â ïðîñòðàíñòâå V (ïî îïðåäåëåíèþ
ïîëàãàåì ρ(a)v = av ).

Îñíîâíûå ñâîéñòâà ïðåäñòàâëåíèé îäíè è òå æå äëÿ ãðóïï è àññîöèàòèâíûõ àëãåáð; ìû ðàçáåðåì
èõ äëÿ àëãåáð. Â îñíîâíîì ÿ áóäó ïîëüçîâàòüñÿ ÿçûêîì ìîäóëåé, îòìå÷àÿ, êàê ïåðåâîäÿòñÿ òå èëè
äðóãèå óòâåðæäåíèÿ íà ÿçûê ïðåäñòàâëåíèé.

Äàëåå áóêâà A îáîçíà÷àåò àññîöèàòèâíóþ àëãåáðó ñ åäèíèöåé íàä ïîëåì k . Âñ¼ ñêàçàííîå î
ëåâûõ A-ìîäóëÿõ áóêâàëüíî ïåðåíîñèòñÿ íà ïðàâûå A-ìîäóëè.

Âñå âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà (â òîì ÷èñëå àëãåáðû è ìîäóëè íàä íèìè) áóäóò ïðåäïîëàãàòüñÿ
êîíå÷íîìåðíûìè (åñëè íå îãîâîðåíî ïðîòèâíîå).

Îïðåäåëåíèå 4. Ïóñòü V � ëåâûé A-ìîäóëü. Ïîäìîäóëåì ìîäóëÿ V íàçûâàåòñÿ ëþáîå ïîä-
ïðîñòðàíñòâî U ⊆ V , çàìêíóòîå îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ íà âñå ýëåìåíòû àëãåáðû A . Åñëè U
� ïîäìîäóëü ëåâîãî A-ìîäóëÿ V , òî ôàêòîðïðîñòðàíñòâî V/U íàäåëÿåòñÿ åñòåñòâåííîé ñòðóêòó-
ðîé ëåâîãî A-ìîäóëÿ (ïîëàãàåì a(v + U) = av + U äëÿ ëþáãî a ∈ A è ëþáîãî ñìåæíîãî êëàññà
a+U ∈ V/U ; êîððåêòíîñòü ýòîãî îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò èç çàìêíóòîñòè U îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ
íà ýëåìåíòû êîëüöà A). Ìîäóëü V/U íàçûâàåòñÿ ôàêòîðìîäóëåì ìîäóëÿ V ïî ïîäìîäóëþ U .

Íà ÿçûêå ïðåäñòàâëåíèé ïîäìîäóëü íàçûâàåòñÿ èíâàðèàíòíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì, ïðåäñòàâ-
ëåíèå â èíâàðèàíòíîì ïîäïðîñòðàíñòâå íàçûâàåòñÿ ïîäïðåäñòàâëåíèåì, à ïðåäñòàâëåíèå â ôàêòîð-
ïðîñòðàíñòâå íàçûâàåòñÿ ôàêòîðïðåäñòàâëåíèåì èñõîäíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 5. Ïóñòü V,W � ëåâûå A-ìîäóëè. Ãîìîìîðôèçìîì ìîäóëÿ V â ìîäóëü W íàçû-
âàåòñÿ ëþáîå ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå F : V −→ W , óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ F (av) = aF (v) äëÿ
ëþáûõ a ∈ A è v ∈ V . Èçîìîðôèçìîì íàçûâàåòñÿ îáðàòèìûé ãîìîìîðôèçì. Åñëè ñóùåñòâóåò
èçîìîðôèçì F : V −→W , òî ìîäóëè V è W íàçûâàþòñÿ èçîìîðôíûìè.

Íà ÿçûêå ïðåäñòàâëåíèé ãîìîìîðôèçìû ìîäóëåé íàçûâàþòñÿ ìîðôèçìàìè ïðåäñòàâëåíèé èëè
ñïëåòàþùèìè îïåðàòîðàìè, à ïðåäñòàâëåíèÿ â èçîìîðôíûõ ìîäóëÿõ òîæå íàçûâàþòñÿ èçîìîðô-
íûìè èëè ýêâèâàëåíòíûìè.
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Ïîíÿòèÿ âíåøíåé ïðÿìîé ñóììû è âíóòðåííåé ïðÿìîé ñóììû àâòîìàòè÷åñêè ïåðåíîñÿòñÿ ñ
âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ íà ìîäóëè (è íà ïðåäñòàâëåíèÿ).

Îïðåäåëåíèå 6. Ëåâûé A-ìîäóëü V íàçûâàåòñÿ ïðîñòûì, åñëè îí íåíóëåâîé è ó íåãî íåò íåòðè-
âèàëüíûõ ïîäìîäóëåé (òî åñòü ïîäìîäóëåé, îòëè÷íûõ îò 0 è V ). Ëåâûé A -ìîäóëü V íàçûâàåòñÿ
ïîëóïðîñòûì, åñëè âñÿêèé ïîäìîäóëü U ⊆ V ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ñëàãàåìûì (òî åñòü ñóùåñòâóåò
ïîäìîäóëü W ⊆ V òàêîé, ÷òî V = U ⊕W ).

Ïðåäñòàâëåíèÿ, îòâå÷àþùèå ïðîñòûì ìîäóëÿì, íàçûâàþòñÿ íåïðèâîäèìûìè, à ïðåäñòàâëåíèÿ,
îòâå÷àþùèå ïîëóïðîñòûì ìîäóëÿì, íàçûâàþòñÿ âïîëíå ïðèâîäèìûìè.

ßñíî, ÷òî ëþáîé ïðîñòîé ìîäóëü ÿâëÿåòñÿ òàêæå è ïîëóïðîñòûì.

Òåîðåìà 1. Åñëè ìîäóëü V ïîëóïðîñò, òî åãî ìîæíî ðàçëîæèòü â ïðÿìóþ ñóììó ïðîñòûõ
ïîäìîäóëåé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ èíäóêöèåé ïî ðàçìåðíîñòè V .
Åñëè dimV = 0 , òî åñòü åñëè ìîäóëü V íóëåâîé, òî îí ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé ñóììîé ïóñòîãî ñåìåé-

ñòâà ïîäìîäóëåé.
Ïóñòü dimV > 0 è äëÿ âñåõ ìîäóëåé ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè óòâåðæäåíèå òåîðåìû âûïîëíåíî.

Âûáåðåì â V ìèíèìàëüíûé ïî âêëþ÷åíèþ íåíóëåâîé ïîäìîäóëü U . ßñíî, ÷òî ýòî ïðîñòîé ïîäìî-
äóëü. Ïîñêîëüêó ìîäóëü V ïîëóïðîñò, ìû ìîæåì íàéòè ïîäìîäóëü W ⊆ V òàêîé, ÷òî V = U ⊕W .
Äîêàæåì, ÷òî ìîäóëü W ïîëóïðîñò.

Ïóñòü U ′ ⊆ W � ïîäìîäóëü. Ïîñêîëüêó ìîäóëü V ïîëóïðîñò, ñóùåñòâóåò ïîäìîäóëü W ′ ⊆ V
òàêîé, ÷òî V = U ′ ⊕W ′ . Òîãäà W ′′ =W ′ ∩W � ïîäìîäóëü ìîäóëÿ W , è W = U ′ ⊕W ′′ .

Òàê êàê dimW < dimV , òî W ðàçëàãàåòñÿ â ïðÿìóþ ñóììó ïðîñòûõ ïîäìîäóëåé. Ñëåäîâàòåëü-
íî, ýòî âåðíî è äëÿ V .

Òåîðåìà 2. Åñëè ìîäóëü V ìîæíî ðàçëîæèòü â ñóììó (íå îáÿçàòåëüíî ïðÿìóþ) ïðîñòûõ ïîä-
ìîäóëåé, òî îí ïîëóïðîñò.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü V = V1+· · ·+Vk , ãäå Vi � ïðîñòûå ïîäìîäóëè, è ïóñòü U ⊆ V � íåêîòîðûé
ïîäìîäóëü. Íàéäåì íåêîòîðîå ìàêñèìàëüíîå ïî âêëþ÷åíèþ ìíîæåñòâî èíäåêñîâ I ⊆ {1, . . . , k} ,
óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ U ∩

∑
i∈I

Vi = 0 . Ïîëîæèì W =
∑
i∈I

Vi . Äîêàæåì, ÷òî V = U ⊕W .

Ïóñòü Vj � îäèí èç ïðîñòûõ ìîäóëåé, âõîäÿùèõ â ðàçëîæåíèå V = V1+ · · ·+Vk . Ïðåäïîëîæèì,
÷òî Vj * (U + W ) . Òîãäà j /∈ I è Vj ∩ (U + W ) = 0 (ïîñêîëüêó ìîäóëü Vj ïðîñò). Íî òîãäà
U ∩ (W + Vj) = 0 , â ïðîòèâîðå÷èè ñ âûáîðîì I . Ñëåäîâàòåëüíî, âñå Vj ëåæàò â U +W , òàê ÷òî
V = U +W . Ïîñêîëüêó U ∩W = 0 , ýòà ñóììà ïðÿìàÿ.

Óïðàæíåíèå 1. Ïóñòü V = V1 + · · · + Vk , ãäå Vi � ïðîñòûå ïîäìîäóëè. Äîêàçàòü, ÷òî íàéäåòñÿ
òàêîå ïîäìíîæåñòâî I ⊆ {1, . . . , k} , ÷òî V =

⊕
i∈I

Vi .

Îïðåäåëåíèå 7. Ãîìîìîðôèçì ìîäóëÿ â ñåáÿ íàçûâàåòñÿ ýíäîìîðôèçìîì. Ìíîæåñòâî âñåõ ýíäî-
ìîðôèçìîâ A-ìîäóëÿ V îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç EndA V . Ýíäîìîðôèçìû ëåâîãî A-ìîäóëÿ V ìû áóäåì
çàïèñûâàòü ñïðàâà îò ýëåìåíòîâ V , òî åñòü ìû ñ÷èòàåì V ïðàâûì (EndA V ) -ìîäóëåì. Àíàëîãè÷íî,
ýíäîìîðôèçìû ïðàâîãî ìîäóëÿ äåéñòâóþò íà íåãî ñëåâà.

Óïðàæíåíèå 2. Äîêàçàòü, ÷òî EndA V ÿâëÿåòñÿ ïîäàëãåáðîé àëãåáðû Endk V âñåõ ëèíåéíûõ
îïåðàòîðîâ â ïðîñòðàíñòâå V .

Òåîðåìà 3. Åñëè U è V � ïðîñòûå ìîäóëè, òî ëþáîé íåíóëåâîé ãîìîìîðôèçì F : U −→ V
ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. ßäðî è îáðàç ãîìîìîðôèçìà ÿâëÿþòñÿ ïîäìîäóëÿìè. Åñëè F 6= 0 , òî KerF = 0 ,
ImF = V (òàê êàê ìîäóëè U è V ïðîñòû). Ïîýòîìó ãîìîìîðôèçì F îáðàòèì, òî åñòü ÿâëÿåòñÿ
èçîìîðôèçìîì.

Ñëåäñòâèå 1. Àëãåáðà ýíäîìîðôèçìîâ ïðîñòîãî A-ìîäóëÿ V ÿâëÿåòñÿ òåëîì.

Ñëåäñòâèå 2 (Ëåììà Øóðà). Åñëè ïîëå k àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòî, òî ëþáîé ýíäîìîðôèçì ïðî-
ñòîãî A-ìîäóëÿ V ñêàëÿðåí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü F : V −→ V � ýíäîìîðôèçì, λ � åãî ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå. Ýíäîìîðôèçì
F − λE íåîáðàòèì, ïîýòîìó îí íóëåâîé.

2



Ïðèìåð 1. Ïóñòü ïîëå k àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòî, U � ïðîñòîé ëåâûé A -ìîäóëü è

V = U ⊕ · · · ⊕ U︸ ︷︷ ︸
n

' U ⊗ kn.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé A-ýíäîìîðôèçì F : V −→ V . Ïðèìåíèì åãî ê ýëåìåíòó âèäà

vi(u) = (0, . . . , 0, u, 0, . . . , 0),

ãäå u ñòîèò íà i-ì ìåñòå. Ïîëó÷èì vi(u)F = (uFi1, . . . , uFin) , ãäå, î÷åâèäíî, Fij ∈ EndA U . Ïî ëåììå
Øóðà Fij � óìíîæåíèå íà íåêîòîðóþ êîíñòàíòó λij ∈ k . Òîãäà ïðèìåíåíèå ýíäîìîðôèçìà F ê
ñòðîêå (u1, . . . , un) � ýòî óìíîæåíèå åå ñïðàâà íà ìàòðèöó (λij) . Òàêèì îáðàçîì, EndA V =Mn(k) .

Òåîðåìà 4 (î äâîéíîì öåíòðàëèçàòîðå). Ïóñòü A � íåêîòîðàÿ ïîäàëãåáðà àëãåáðû Endk V , äåé-
ñòâóþùàÿ â V ñëåâà, ïðè÷åì èçâåñòíî, ÷òî ëåâûé A-ìîäóëü V ïîëóïðîñò. Ïîëîæèì B =
EndA V . Òîãäà EndB V = A .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ñïåðâà îäíî âñïîìîãàòåëüíîå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 1. Äëÿ ëþáîãî v ∈ V è ëþáîãî ϕ ∈ EndB V íàéäåòñÿ òàêîé ýëåìåíò a ∈ A , ÷òî av = ϕv .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïîäìîäóëü Av ⊆ V . Òàê êàê A-ìîäóëü V ïîëóïðîñò, òî èìååò ìåñòî
ðàçëîæåíèå â ïðÿìóþ ñóììó V = Av ⊕ U äëÿ íåêîòîðîãî A -ïîäìîäóëÿ U ⊆ V . Ïðîåêöèÿ π : V −→
Av âäîëü U ÿâëÿåòñÿ ýíäîìîðôèçìîì A -ìîäóëÿ V , òî åñòü π ∈ B . Ñëåäîâàòåëüíî, ϕv = ϕ(vπ) =
(ϕv)π , òî åñòü ϕv ∈ Av , ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Ïåðåéäåì òåïåðü ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû. Ïóñòü ϕ � ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò àëãåáðû EndB V .
Äîêàæåì, ÷òî ϕ ∈ A .

Ðàññìîòðèì A-ìîäóëü
W = V ⊕ · · · ⊕ V︸ ︷︷ ︸

n

,

ãäå n = dimV . Òàê æå, êàê è â ïðèìåðå 1, ïðîâåðÿåì, ÷òî EndAW = Mn(B) . ßñíî, ÷òî ϕ(n) =
ϕ ⊕ · · · ⊕ ϕ : W −→ W ÿâëÿåòñÿ ýíäîìîðôèçìîì Mn(B) -ìîäóëÿ W . Ïîëîæèì w = (v1, . . . , vn) , ãäå
âåêòîðû v1, . . . , vn ñîñòàâëÿþò áàçèñ V êàê âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà íàä k . Ïî ëåììå 1 íàéäåòñÿ
òàêîé ýëåìåíò a ∈ A , ÷òî aw = ϕ(n)w , òî åñòü avi = ϕvi äëÿ âñåõ i = 1, . . . , n . Íî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
a = ϕ .

Ñëåäñòâèå 3. Ïóñòü ïîëå k àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòî, A � íåêîòîðàÿ ïîäàëãåáðà àëãåáðû Endk V ,
äåéñòâóþùàÿ â V ñëåâà, ïðè÷åì ëåâûé A-ìîäóëü V ïðîñò. Òîãäà A = Endk V .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ëåììå Øóðà EndA V = k , îòêóäà, ïî òåîðåìå î äâîéíîì öåíòðàëèçàòîðå,
ïîëó÷àåì Endk V = A .

Ïîëóïðîñòûå àëãåáðû è ïðåäñòàâëåíèÿ êîíå÷íûõ ãðóïï

Ïóñòü A � àëãåáðà íàä ïîëåì k (íàïîìíþ, ÷òî ìû âñåãäà ïðåäïîëàãàåì A àññîöèàòèâíîé êîíå÷-
íîìåðíîé àëãåáðîé ñ åäèíèöåé). Äëÿ êàæäîãî a ∈ A ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå îïåðàòîðû â A êàê
â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå íàä k : îïåðàòîð L(a) ëåâîãî óìíîæåíèÿ íà a è îïåðàòîð R(a) ïðàâîãî
óìíîæåíèÿ íà a . Ìû ïîëó÷àåì äâå àëãåáðû ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ â ïðîñòðàíñòâå A : àëãåáðó L(A)
îïåðàòîðîâ âèäà L(a) (äåéñòâóþùèõ ñëåâà) è àëãåáðó R(A) îïåðàòîðîâ âèäà R(a) (äåéñòâóþùèõ
ñïðàâà).

Óòâåðæäåíèå 1. Êàæäàÿ èç àëãåáð L(A) è R(A) èçîìîðôíà àëãåáðå A . Êðîìå òîãî, EndL(A)A =
R(A) è EndR(A)A = L(A) .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì åñòåñòâåííûé ãîìîìîðôèçì A −→ L(A) , ïåðåâîäÿùèé a ∈ A â L(a) .
ßñíî, ÷òî îí ñþðúåêòèâåí. Ïóñòü a0 ïðèíàäëåæèò åãî ÿäðó. Òîãäà a0 = a0 ·1 = L(a0)1 = 0 . Ïîýòîìó
L(A) ' A . Àíàëîãè÷íî, R(A) ' A .

Ïóñòü òåïåðü ϕ ∈ EndL(A)A . Ïîëîæèì b = 1ϕ . Òîãäà aϕ = (L(a)1)ϕ = L(a)(1ϕ) = ab = aR(b)
äëÿ ëþáîãî a ∈ A , òî åñòü ϕ = R(b) . Ïîýòîìó EndL(A)A = R(A) . Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåì, ÷òî
EndR(A)A = L(A) .

Îïðåäåëåíèå 8. Àëãåáðà A íàçûâàåòñÿ ïîëóïðîñòîé, åñëè îíà ïîëóïðîñòà êàê ëåâûé ìîäóëü íàä
ñîáîé.
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Òåîðåìà 5. Ïîëóïðîñòàÿ àëãåáðà A íàä àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì ïîëåì k èçîìîðôíà ïðÿìîé
ñóììå ìàòðè÷íûõ àëãåáð íàä ýòèì ïîëåì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàçëîæèì A êàê ëåâûé A-ìîäóëü â ïðÿìóþ ñóììó ïðîñòûõ ìîäóëåé, ñîáèðàÿ
âìåñòå èçîìîðôíûå ñëàãàåìûå:

A 'W = V1 ⊕ · · · ⊕ V1︸ ︷︷ ︸
n1

⊕ · · · ⊕ Vk ⊕ · · · ⊕ Vk︸ ︷︷ ︸
nk

,

ãäå V1, . . . , Vk � íåèçîìîðôíûå ïðîñòûå ëåâûå A-ìîäóëè. Ïóñòü n = n1 + · · ·+ nk Ëþáîé ýëåìåíò
w ∈ W çàïèñûâàåòñÿ â âèäå w = (v1, . . . , vn) , ãäå vi ∈ V1 ïðè 1 6 i 6 n1 , vi ∈ V2 ïðè n1 + 1 6 i 6
n1 + n2 , è ò. ä.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé A -ýíäîìîðôèçì F :W −→W . Ïðèìåíèì åãî ê ýëåìåíòó âèäà

wi(v) = (0, . . . , 0, v, 0, . . . , 0),

ãäå v ∈ Vr ñòîèò íà i-ì ìåñòå. Ïîëó÷èì

wi(v)F = (vFi1, . . . , vFin),

ãäå, î÷åâèäíî, Fij ∈ HomA(Vr, Vs) (ãîìîìîðôèçìû A-ìîäóëåé ìû ïèøåì ñïðàâà; íîìåð s ïðî-
ñòîãî A -ìîäóëÿ Vs îïðåäåëÿåòñÿ èíäåêñîì j ). Ïîñêîëüêó ëþáîé íåíóëåâîé ãîìîìîðôèçì ìåæ-
äó ïðîñòûìè A-ìîäóëÿìè ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì, òî Fij = 0 ïðè r 6= s , à ïðè r = s ïî
ëåììå Øóðà Fij � óìíîæåíèå íà íåêîòîðóþ êîíñòàíòó λij ∈ k . Ïîýòîìó ïðèìåíåíèå ýíäîìîð-
ôèçìà F ê ñòðîêå (u1, . . . , un) � ýòî óìíîæåíèå åå ñïðàâà íà áëî÷íî-äèàãîíàëüíóþ ìàòðèöó
(λij) ñ ðàçìåðàìè áëîêîâ n1, . . . , nk . Òàêèì îáðàçîì, EndAW = Mn1

(k) ⊕ · · · ⊕ Mnk
(k) . Îäíàêî

EndAW ' EndL(A)A = R(A) ' A ïî óòâåðæäåíèþ 1.

Îòìåòèì, ÷òî èç ïîëó÷åííîãî îïèñàíèÿ àëãåáðû A ñëåäóåò, ÷òî dimVi = ni , è ÷òî A-ìîäóëü Vi
èçîìîðôåí kni ñî ñëåäóþùèì äåéñòâèåì àëãåáðû A : äëÿ a ∈ A íàõîäèì îáðàç A ïðè âûáðàííîì
èçîìîðôèçìå A ∼−→ Mn1

(k)⊕ · · · ⊕Mnk
(k) , âûäåëÿåì i -é äèàãîíàëüíûé áëîê (ðàçìåðîì ni × ni ),

è ïðèìåíÿåì ýòó ìàòðèöó ê ýëåìåíòàì kni .

Òåîðåìà 6. Ïóñòü àëãåáðà A ïîëóïðîñòà è V1, . . . , Vk � âñå íåèçîìîðôíûå ïðîñòûå A-ìîäóëè,
âõîäÿùèå â ðàçëîæåíèå A êàê ëåâîãî A-ìîäóëÿ. Òîãäà ëþáîé ëåâûé A-ìîäóëü ïîëóïðîñò, è ëþáîé
ïðîñòîé ëåâûé A-ìîäóëü èçîìîðôåí îäíîìó èç Vi .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîäìîäóëü A êàê ëåâîãî A-ìîäóëÿ � ýòî íå ÷òî èíîå, êàê ëåâûé èäåàë. Ïðåä-
ñòàâèì A êàê ïðÿìóþ ñóììó ìèíèìàëüíûõ (íåíóëåâûõ) ëåâûõ èäåàëîâ: A =

⊕
Ij , ãäå, ïî ïðåä-

ïîëîæåíèþ, êàæäûé èç èäåàëîâ Ij èçîìîðôåí (êàê ëåâûé A -ìîäóëü) íåêîòîðîìó èç Vi . Ïóñòü V
� ïðîèçâîëüíûé ëåâûé A-ìîäóëü, è ïóñòü v ∈ V . Òîãäà Av =

∑
Ijv , ãäå êàæäûé èç ïîäìîäóëåé

Ijv ëèáî ïðîñòîé (èçîìîðôíûé îäíîìó èç Vi ), ëèáî íóëåâîé. Ïóñòü (v1, . . . , vs) � áàçèñ V . Òî-
ãäà V =

∑
Avr =

∑
Ijvr , òî åñòü ìîäóëü V ÿâëÿåòñÿ ñóììîé ïðîñòûõ ìîäóëåé. Ñëåäîâàòåëüíî,

îí ïîëóïðîñò. Åñëè îí ïðîñò, òî ðàâåí îäíîìó èç ñëàãàåìûõ Ijvr , ïîýòîìó èçîìîðôåí îäíîìó èç
Vi .

×òîáû ïðèìåíÿòü ïîëó÷åííûå òåîðåìû ê ïðåäñòàâëåíèÿì êîíå÷íîé ãðóïïû, ìû äîëæíû íàé-
òè íåêîòîðóþ àëãåáðó, òåîðèÿ ïðåäñòàâëåíèé êîòîðîé áóäåò ýêâèâàëåíòíà òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé
ãðóïïû.

Îïðåäåëåíèå 9. Äëÿ êîíå÷íîé ãðóïïû G ðàññìîòðèì ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî kG âñåõ ôîðìàëü-
íûõ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé ýëåìåíòîâ ãðóïïû. Íà áàçèñå ïðîñòðàíñòâà kG îïðåäåëåíî àññîöèàòèâ-
íîå óìíîæåíèå (ãðóïïîâàÿ îïåðàöèÿ); ðàñïðîñòðàíÿÿ å¼ ïî äèñòðèáóòèâíîñòè íà âñ¼ ïðîñòðàíñòâî
kG , ïîëó÷àåì íà í¼ì ñòðóêòóðó àññîöèàòèâíîé àëãåáðû ñ åäèíèöåé. Ýòà àëãåáðà íàçûâàåòñÿ ãðóï-
ïîâîé àëãåáðîé ãðóïïû G .

Ïóñòü V � êîíå÷íîìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì k , è ρ : G −→ Endk V � ëèíåéíîå
ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû G . Îïðåäåëèì â ïðîñòðàíñòâå V îïåðàöèþ ëåâîãî óìíîæåíèÿ íà ýëåìåíòû

ãðóïïîâîé àëãåáðû, ïîëîæèâ
( ∑
g∈G

λgg
)
v =

∑
g∈G

λgρ(g)v .

Óïðàæíåíèå 3. Äîêàçàòü, ÷òî òàêèì îáðàçîì ïðîñòðàíñòâî V ïðèîáðåòàåò ñòðóêòóðó ëåâîãî kG-
ìîäóëÿ. Áîëåå òîãî, ïðåäúÿâëåííàÿ êîíñòðóêöèÿ kG -ìîäóëÿ ïî ïðåäñòàâëåíèþ ãðóïïû G ïðîäîë-
æàåòñÿ äî ôóíêòîðà èç êàòåãîðèè êîíå÷íîìåðíûõ ëèíåéíûõ ïðåäñòàâëåíèé ãðóïïû G íàä ïîëåì
k â êàòåãîðèþ êîíå÷íîìåðíûõ ëåâûõ kG-ìîäóëåé, îñóùåñòâëÿþùåãî ýêâèâàëåíòíîñòü ýòèõ êàòåãî-
ðèé.
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Òåîðåìà 7 (Ìàøêå). Ïóñòü G � êîíå÷íàÿ ãðóïïà, k � ïîëå, ïðè÷åì char k íå äåëèò |G| . Òîãäà
ëþáîé êîíå÷íîìåðíûé kG-ìîäóëü ïîëóïðîñò.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü V � êîíå÷íîìåðíûé kG -ìîäóëü, è U � åãî ïîäìîäóëü. Ðàññìîòðèì ïðî-
èçâîëüíîå ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå π0 : V −→ U , òîæäåñòâåííîå íà U (ïðîåêöèþ âäîëü íåêîòîðîãî
äîïîëíèòåëüíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà W0 ). Ïîëîæèì

πv =
1

|G|
∑
g∈G

gπ0g
−1v

äëÿ ëþáîãî v ∈ V . Îòîáðàæåíèå π : V −→ U òîæå ëèíåéíî, òîæäåñòâåííî íà U , íî åù¼ è G-
èíâàðèàíòíî, òî åñòü hπ = πh äëÿ ëþáîãî h ∈ G . Ïîýòîìó W = Kerπ ÿâëÿåòñÿ kG -ïîìîäóëåì
ìîäóëÿ V . Ïðè ýòîì V = U ⊕W .

Ñëåäñòâèå 4. Ïðè char k íå äåëÿùåé |G| ãðóïïîâàÿ àëãåáðà kG ïîëóïðîñòà.

Èòàê, ìû ìîæåì ïðèìåíèòü òåîðåìû 5 è 6 ê ãðóïïîâîé àëãåáðå êîíå÷íîé ãðóïïû. Ïðè ýòîì, çíàÿ
î ñóùåñòâîâàíèè ðàçëîæåíèÿ àëãåáðû â ïðÿìóþ ñóììó ìàòðè÷íûõ êîëåö, ìû íå çíàåì ñàìîãî ýòîãî
ðàçëîæåíèÿ. Ïîýòîìó âàæíî âûðàçèòü êàê ìîæíî áîëüøå ñâîéñòâ ýòîãî ðàçëîæåíèÿ â èíâàðèàíòíûõ
òåðìèíàõ.

Ïðåæäå âñåãî, ðàçìåðíîñòü àëãåáðû A âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ÷èñëà ni ïî ôîðìóëå dimA =
∑
n2i .

Ïîýòîìó èç òåîðåìû 6 ñëåäóåò

Óòâåðæäåíèå 2. Ðàçìåðíîñòü ïîëóïðîñòîé àëãåáðû A íàä àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì ïîëåì ðàâ-
íà ñóììå êâàäðàòîâ ðàçìåðíîñòåé íåèçîìîðôíûõ ïðîñòûõ A-ìîäóëåé.

Ñëåäñòâèå 5. Ïóñòü ïîëå k àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòî è åãî õàðàêòåðèñòèêà íå äåëèò ïîðÿäîê
êîíå÷íîé ãðóïïû G . Òîãäà ñóììà êâàäðàòîâ ðàçìåðíîñòåé íåýêâèâàëåíòíûõ íåïðèâîäèìûõ ïðåä-
ñòàâëåíèé ãðóïïû G íàä ïîëåì k ðàâíà ïîðÿäêó ýòîé ãðóïïû.

Äàäèì òåïåðü âàæíîå

Îïðåäåëåíèå 10. Öåíòðîì àëãåáðû A íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ ýëåìåíòîâ z ∈ A , ÷òî
za = az äëÿ ëþáîãî a ∈ A . Öåíòð àëãåáðû A îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç Z(A) .

Öåíòð àññîöèàòèâíîé àëãåáðû ñ åäèíèöåé ÿâëÿåòñÿ êîììóòàòèâíîé àëãåáðîé ñ åäèíèöåé.
ßñíî, ÷òî öåíòð ïîëíîé ìàòðè÷íîé àëãåáðû ñîñòîèò òîëüêî èç ñêàëÿðíûõ ìàòðèö. Êðîìå òîãî,

öåíòðîì ïðÿìîé ñóììû àëãåáð ÿâëÿåòñÿ ïðÿìàÿ ñóììà öåíòðîâ ñëàãàåìûõ. Ïîýòîìó ðàçìåðíîñòü
öåíòðà ðàâíà ÷èñëó ñëàãàåìûõ. Îòñþäà ïîëó÷àåì

Óòâåðæäåíèå 3. ×èñëî íåèçîìîðôíûõ ïðîñòûõ A-ìîäóëåé äëÿ ïîëóïðîñòîé àëãåáðû A íàä àë-
ãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì ïîëåì ðàâíî dimZ(A) .

Ïóñòü A = kG . Íàéäåì Z(A) . ßñíî, ÷òî z =
∑
g∈G

λgg ïðèíàäëåæèò Z(A) òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà hz = zh äëÿ ëþáîãî h ∈ G . Ïîýòîìó

Z(A) =
{∑
g∈G

λgg
∣∣∣ (∀g, h ∈ G) λh−1gh = λg

}
.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ðàçìåðíîñòü öåíòðà ãðóïïîâîé àëãåáðû ðàâíà ÷èñëó êëàññîâ ñîïðÿæåííûõ
ýëåìåíòîâ. Èòàê, ïîëó÷àåòñÿ

Ñëåäñòâèå 6. Ïóñòü ïîëå k àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòî è åãî õàðàêòåðèñòèêà íå äåëèò ïîðÿäîê
êîíå÷íîé ãðóïïû G . Òîãäà ÷èñëî íåýêâèâàëåíòíûõ íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé ãðóïïû G íàä
ïîëåì k ðàâíî ÷èñëó êëàññîâ ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ ýòîé ãðóïïû.

Òåîðèÿ õàðàêòåðîâ

Îïðåäåëåíèå 11. Ïóñòü A � àññîöèàòèâíàÿ àëãåáðà, à V � ëåâûé A-ìîäóëü. Íà äâîéñòâåííîì
ïðîñòðàíñòâå V ∗ ìîæíî ââåñòè ñòðóêòóðó ïðàâîãî A-ìîäóëÿ, ïîëîæèâ (ξa)(v) = ξ(av) äëÿ ëþáûõ
ξ ∈ V ∗ è v ∈ V . Ïîëó÷åííûé ïðàâûé A-ìîäóëü V ∗ íàçûâàåòñÿ äâîéñòâåííûì ìîäóëåì ê V .

Îïðåäåëåíèå 12. Ïóñòü V � ëåâûé A-ìîäóëü, à U � ïðàâûé A-ìîäóëü. Áèëèíåéíàÿ ôîðìà
B : U × V −→ k íàçûâàåòñÿ A-èíâàðèàíòíîé, åñëè B(ua, v) = B(u, av) äëÿ ëþáûõ u ∈ U , v ∈ V è
a ∈ A .
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Óïðàæíåíèå 4. Äîêàçàòü, ÷òî áèëèíåéíàÿ ôîðìà B : U ×V −→ k ÿâëÿåòñÿ A -èíâàðèàíòíîé òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñîîòâåòñòâóþùåå ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå U −→ V ∗ ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì
ïðàâûõ A-ìîäóëåé (è òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñîîòâåòñòâóþùåå ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå V −→ U∗

ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì ëåâûõ A-ìîäóëåé).

Ïóñòü A � àññîöèàòèâíàÿ àëãåáðà íàä ïîëåì C (èëè ëþáûì àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì ïîëåì
õàðàêòåðèñòèêè íîëü). Ðàññìîòðèì áèëèíåéíóþ ôîðìó (a, b) = trLaLb íà A (íàïîìíþ, ÷òî äëÿ
ëþáîãî a ∈ A ÷åðåç La ìû îáîçíà÷àåì îïåðàòîð ëåâîãî óìíîæåíèÿ íà a â àëãåáðå A).

Óïðàæíåíèå 5. Äîêàçàòü, ÷òî ýòà áèëèíåéíàÿ ôîðìà ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷åñêîé è A-èíâàðèàíòíîé.

Óòâåðæäåíèå 4. Ïóñòü àëãåáðà A ïîëóïðîñòà. Òîãäà áèëèíåéíàÿ ôîðìà ( , ) íåâûðîæäåíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå 5 ñóùåñòâóåò ðàçëîæåíèå A =
⊕
Ai , ãäå Ai � èäåàë, èçîìîðôíûé

Mni
(C) . Èäåàëû Ai ïîïàðíî îðòîãîíàëüíû îòíîñèòåëüíî ôîðìû ( , ) (äîêàæèòå ýòî!). Ïîýòîìó

äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü íåâûðîæäåííîñòü îãðàíè÷åíèÿ íàøåé ôîðìû íà êàæäûé èç èäåàëîâ Ai ,
äðóãèìè ñëîâàìè, íàäî äîêàçàòü óòâåðæäåíèå â ñëó÷àå A =Mn(C) .

Îäíàêî äëÿ a, b ∈ Mn(C) ìû èìååì trLaLb = trLab = n tr ab (äîêàæèòå ýòî!). Ïîýòîìó íåâû-
ðîæäåííîñòü ôîðìû ( , ) ñëåäóåò èç íåâûðîæäåííîñòè ôîðìû tr ab íà Mn(C) .

Èòàê, äëÿ ïîëóïðîñòîé àëãåáðû íàä ïîëåì C ôîðìà ( , ) îïðåäåëÿåò èçîìîðôèçì A êàê ëåâîãî è
ïðàâîãî A -ìîäóëÿ ñ äâîéñòâåííûì ìîäóëåì A∗ . Åñëè A = CG , òî A∗ åñòåñòâåííî îòîæäåñòâëÿåòñÿ
ñ ïðîñòðàíñòâîì C[G] êîìïëåêñíûõ ôóíêöèé íà ãðóïïå. Ïîñìîòðèì, êàêîé âèä èìååò ôîðìà ( , )
íà CG è ñîîòâåòñòâóþùèé èçîìîðôèçì CG −→ C[G] .

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî íååäèíè÷íîãî g ∈ G ó ìàòðèöû îïåðàòîðà Lg íà ãëàâíîé äèàãîíàëè
ñòîÿò íóëè, ò. å. trLg = 0 . Åñëè æå g = e , òî Lg = id è trLg = |G| . Îòñþäà ìû ïîëó÷àåì, ÷òî(∑

g∈G
λgg,

∑
g∈G

µgg
)
= |G|

∑
g∈G

λgµg−1 .

Ñîîòâåòñòâóþùèé èçîìîðôèçì CG −→ C[G] ïåðåâîäèò g â |G|δg−1,• � ôóíêöèþ íà G , ðàâíóþ
|G| íà g−1 è íóëþ íà îñòàëüíûõ ýëåìåíòàõ ãðóïïû G . Ïåðåíîñÿ ñ ïîìîùüþ ýòîãî èçîìîðôèçìà
áèëèíåéíóþ ôîðìó ( , ) ñ CG íà C[G] , ïîëó÷àåì

(f1, f2) = |G|−1
∑
g∈G

f1(g)f2(g
−1).

Îïðåäåëåíèå 13. Ïóñòü ρ � ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû G â êîíå÷íîìåðíîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå
V íàä ïîëåì k . Õàðàêòåðîì ïðåäñòàâëåíèÿ ρ íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ χρ(g) = tr ρ(g) ∈ k[G] . õàðàêòåð
íåïðèâîäèìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ íàçûâàåòñÿ íåïðèâîäèìûì õàðàêòåðîì ãðóïïû G .

Òåîðåìà 8. Ïóñòü V1, . . . , Vk � âñå íåèçîìîðôíûå ïðîñòûå CG-ìîäóëè, ni = dimVi , à χ1, . . . , χk
� õàðàêòåðû ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðåäñòàâëåíèé ãðóïïû G . Ïîëîæèì

εi =
ni
|G|

∑
g∈G

χi(g)g
−1 ∈ CG.

Òîãäà ýëåìåíòû εi ïðèíàäëåæàò öåíòðó àëãåáðû CG , ñîñòàâëÿþò åãî áàçèñ è, êðîìå òîãî, óäî-
âëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì:

1. ε2i = εi ;

2. εiεj = 0 ïðè i 6= j ;

3.
k∑
i=1

εi = 1 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ρi ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû G â ïðîñòðàíñòâå Vi . Òîé æå áóêâîé
ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû CG â ïðîñòðàíñòâå Vi . Õàðàêòåð χi ∈ C[G] ìû ðàñ-
ñìàòðèâàåì êàê ëèíåéíóþ ôóíêöèþ íà CG , ïîëüçóÿñü îòîæäåñòâëåíèåì (CG)∗ = C[G] . ßñíî, ÷òî
χi(x) = tr ρi(x) äëÿ ëþáîãî x ∈ CG .

Ìû çíàåì, ÷òî àëãåáðà CG èçîìîðôíà àëãåáðå A =
k⊕
i=1

Mni
(C) . Ïóñòü ψ : A −→ CG � èçîìîð-

ôèçì. Åñòåñòâåííûé áàçèñ öåíòðà àëãåáðû A ñîñòàâëÿþò ýëåìåíòû âèäà Ei = (0, . . . , 0, E, . . . , 0) ,
ãäå åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ñòîèò íà i -ì ìåñòå, à íà îñòàëüíûõ � íóëè. Äîêàæåì, ÷òî ψ(Ei) = εi .
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Ïðåäñòàâëåíèå ρi ◦ψ àëãåáðû A ýêâèâàëåíòíî ïðåäñòàâëåíèþ â ïðîñòðàíñòâå Cni , ãäå êàæäûé
ýëåìåíò a = (a1, . . . , ak) äåéñòâóåò ìàòðèöåé ai ∈ Mni

(C) . Ïîýòîìó tr ρi ◦ ψ(a) = tr ai . Ñ äðóãîé
ñòîðîíû, trLaLEi

= trLaEi
= ni tr ai . Ïîýòîìó (x, ψ(Ei)) = niχi(x) = (x, εi) äëÿ ëþáîãî x ∈ CG .

Èç íåâûðîæäåííîñòè ôîðìû ( , ) ñëåäóåò, ÷òî ψ(Ei) = εi .
Èòàê, ýëåìåíòû (ε1, . . . , εk) = (ψ(E1), . . . , ψ(Ek)) � áàçèñ Z(CG) . Ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó íèìè

ñëåäóþò èç ñîîòâåòñòâóþùèõ ñîîòíîøåíèé ìåæäó Ei , êîòîðûå î÷åâèäíû.

Çàìå÷àíèå. Èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû ÿñíî, ÷òî εi äåéñòâóåò åäèíè÷íûì îïåðàòîðîì â Vi è íóëåì
âî âñåõ îñòàëüíûõ ïðîñòûõ CG-ìîäóëÿõ Vj . Ïîýòîìó â ïðîèçâîëüíîì CG-ìîäóëå εi äåéñòâóåò êàê
èíâàðèàíòíûé ïðîåêòîð íà i-þ èçîòèïè÷åñêóþ êîìïîíåíòó , òî åñòü íà ñóììó âñåõ ïðîñòûõ CG-
ïîäìîäóëåé, èçîìîðôíûõ Vi .

Ñëåäñòâèå 7. Õàðàêòåðû ðàçëè÷íûõ íåïðèâîäèìûõ êîìïëåêñíûõ ïðåäñòàâëåíèé ãðóïïû G ëè-
íåéíî íåçàâèñèìû è ñîñòàâëÿþò áàçèñ ïðîñòðàíñòâà ôóíêöèé íà G , ïîñòîÿííûõ íà êëàññàõ ñî-
ïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Õàðàêòåð χi � îáðàç n−1i εi ïðè èçîìîðôèçìå CG ∼−→ C[G] , çàäàâàåìîì ôîðìîé
( , ) . Ïîñêîëüêó εi ñîñòàâëÿþò áàçèñ â Z(CG) , òî è χi ñîñòàâëÿþò áàçèñ â îáðàçå ýòîãî ïðîñòðàí-
ñòâà, ðàâíîì, êàê ëåãêî âèäåòü, ïðîñòðàíñòâó ôóíêöèé íà G , ïîñòîÿííûõ íà êëàññàõ ñîïðÿæåííûõ
ýëåìåíòîâ.

Ñëåäñòâèå 8. Äëÿ íåïðèâîäèìûõ êîìïëåêñíûõ õàðàêòåðîâ χi ãðóïïû G âûïîëíåíî ñëåäóþùåå
ñîîòíîøåíèå îðòîãîíàëüíîñòè:

(χi, χj) = δij .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî ñëåäóåò èç î÷åâèäíîãî ðàâåíñòâà (εi, εj) = n2i .

Ñëåäñòâèå 9. Õàðàêòåð χ êîìïëåêñíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû G ÿâëÿåòñÿ íåïðèâîäèìûì òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà (χ, χ) = 1 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî õàðàêòåð ïðÿìîé ñóììû ïðåäñòàâëåíèé ðàâåí ñóììå èõ
õàðàêòåðîâ, à ëþáîå êîìïëåêñíîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû G ÿâëÿåòñÿ âïîëíå ïðèâîäèìûì.

Óïðàæíåíèå 6. Ïóñòü V,W � CG-ìîäóëè, à χV , χW � ñîîòâåòñòâóþùèå õàðàêòåðû. Äîêàçàòü,
÷òî dimHomG(V,W ) = (χV , χW ) .

Óòâåðæäåíèå 5. Ïóñòü χ � õàðàêòåð êîìïëåêñíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ρ ãðóïïû G â ïðîñòðàíñòâå
V . Òîãäà χ(g−1) = χ(g) äëÿ ëþáîãî g ∈ G .

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ëþáîì CG -ìîäóëå åñòü G -èíâàðèàíòíîå ýðìèòîâî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå
(äåéñòâèòåëüíî, ìîæíî âçÿòü ëþáîå ýðìèòîâî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå è óñðåäíèòü åãî ïî ãðóïïå
G , êàê ìû ýòî äåëàëè ñ ïðîåêòîðîì â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû Ìàøêå). Âûáåðåì òàêîå ñêàëÿðíîå
ïðîèçâåäåíèå â ïðîñòðàíñòâå V è çàïèøåì ìàòðèöû îïåðàòîðîâ ïðåäñòàâëåíèÿ â êàêîì-íèáóäü îð-
òîíîðìèðîâàííîì áàçèñå. Ïóñòü C(g) � ìàòðèöà îïåðàòîðà ρ(g) . Òîãäà C(g−1) = C(g)−1 = C(g)t .
Ïîýòîìó χ(g−1) = χ(g) .

Ñëåäñòâèå 10. Îïðåäåëèì â C[G] ýðìèòîâî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå 〈 , 〉 ôîðìóëîé

〈f1, f2〉 =
1

|G|
∑
g∈G

f1(g)f2(g).

Òîãäà äëÿ ëþáûõ äâóõ õàðàêòåðîâ χ1, χ2 âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

〈χ1, χ2〉 = (χ1, χ2)

Â ñèëó ýòîãî ñîîòíîøåíèå îðòîãîíàëüíîñòè äëÿ õàðàêòåðîâ è åãî ñëåäñòâèÿ îñòàþòñÿ ñïðàâåä-
ëèâûìè ïðè çàìåíå áèëèíåéíîé ôîðìû ( , ) íà ýðìèòîâó ôîðìó 〈 , 〉 .
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