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Àëãåáðû è ìîäóëè

Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü A � àññîöèàòèâíàÿ àëãåáðà ñ åäèíèöåé íàä ïîëåì k . Ëåâûì A-ìîäóëåì
íàçûâàåòñÿ âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî V íàä ïîëåì k , ñíàáæåííîå îïåðàöèåé ëåâîãî óìíîæåíèÿ íà
ýëåìåíòû àëãåáðû A , ïðè÷åì òðåáóåòñÿ âûïîëíåíèå ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

1. 1v = v äëÿ ëþáîãî v ∈ V ;

2. îòîáðàæåíèå A× V −→ V , ïåðåâîäÿùåå âñÿêóþ ïàðó (a, v) â av , áèëèíåéíî;

3. (ab)v = a(bv) äëÿ ëþáûõ a, b ∈ A , v ∈ V .

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ïîíÿòèå ïðàâîãî A-ìîäóëÿ.

ßñíî, ÷òî ïîíÿòèÿ ëåâîãî A-ìîäóëÿ è ïðåäñòàâëåíèÿ àëãåáðû A òåñíî ñâÿçàíû: åñëè çàäàíî
ïðåäñòàâëåíèå ρ : A −→ Endk V , òî V ïîëó÷àåò åñòåñòâåííóþ ñòðóêòóðó ëåâîãî A-ìîäóëÿ (ïðî-
èçâåäåíèå av îïðåäåëÿåòñÿ êàê ρ(a)v ); íàîáîðîò, åñëè âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî V ÿâëÿåòñÿ ëåâûì
A-ìîäóëåì, òî òåì ñàìûì çàäàåòñÿ ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû A â ïðîñòðàíñòâå V (ïî îïðåäåëåíèþ
ïîëàãàåì ρ(a)v = av ).

Äàëåå áóêâà A îáîçíà÷àåò àññîöèàòèâíóþ àëãåáðó ñ åäèíèöåé íàä ïîëåì k . Âñ¼ ñêàçàííîå î
ëåâûõ A-ìîäóëÿõ áóêâàëüíî ïåðåíîñèòñÿ íà ïðàâûå A-ìîäóëè.

Âñå âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà (â òîì ÷èñëå àëãåáðû è ìîäóëè íàä íèìè) áóäóò ïðåäïîëàãàòüñÿ
êîíå÷íîìåðíûìè (åñëè íå îãîâîðåíî ïðîòèâíîå).

Îïðåäåëåíèå 2. Ïóñòü V � ëåâûé A-ìîäóëü. Ïîäìîäóëåì ìîäóëÿ V íàçûâàåòñÿ ëþáîå ïîä-
ïðîñòðàíñòâî U ⊆ V , çàìêíóòîå îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ íà âñå ýëåìåíòû àëãåáðû A . Åñëè U
� ïîäìîäóëü ëåâîãî A-ìîäóëÿ V , òî ôàêòîðïðîñòðàíñòâî V/U íàäåëÿåòñÿ åñòåñòâåííîé ñòðóêòó-
ðîé ëåâîãî A-ìîäóëÿ (ïîëàãàåì a(v + U) = av + U äëÿ ëþáãî a ∈ A è ëþáîãî ñìåæíîãî êëàññà
a+U ∈ V/U ; êîððåêòíîñòü ýòîãî îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò èç çàìêíóòîñòè U îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ
íà ýëåìåíòû êîëüöà A). Ìîäóëü V/U íàçûâàåòñÿ ôàêòîðìîäóëåì ìîäóëÿ V ïî ïîäìîäóëþ U .

Îïðåäåëåíèå 3. Ïóñòü V,W � ëåâûå A-ìîäóëè. Ãîìîìîðôèçìîì ìîäóëÿ V â ìîäóëü W íàçû-
âàåòñÿ ëþáîå ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå F : V −→ W , óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ F (av) = aF (v) äëÿ
ëþáûõ a ∈ A è v ∈ V . Èçîìîðôèçìîì íàçûâàåòñÿ îáðàòèìûé ãîìîìîðôèçì. Åñëè ñóùåñòâóåò
èçîìîðôèçì F : V −→W , òî ìîäóëè V è W íàçûâàþòñÿ èçîìîðôíûìè.

Ïîíÿòèÿ âíåøíåé ïðÿìîé ñóììû è âíóòðåííåé ïðÿìîé ñóììû àâòîìàòè÷åñêè ïåðåíîñÿòñÿ ñ
âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ íà ìîäóëè (êàê è íà ïðåäñòàâëåíèÿ).

Îïðåäåëåíèå 4. Ëåâûé A-ìîäóëü V íàçûâàåòñÿ ïðîñòûì, åñëè îí íåíóëåâîé è ó íåãî íåò íåòðè-
âèàëüíûõ ïîäìîäóëåé (òî åñòü ïîäìîäóëåé, îòëè÷íûõ îò 0 è V ). Ëåâûé A -ìîäóëü V íàçûâàåòñÿ
ïîëóïðîñòûì, åñëè âñÿêèé ïîäìîäóëü U ⊆ V ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ñëàãàåìûì (òî åñòü ñóùåñòâóåò
ïîäìîäóëü W ⊆ V òàêîé, ÷òî V = U ⊕W ).

ßñíî, ÷òî ïðåäñòàâëåíèÿ, îòâå÷àþùèå ïðîñòûì ìîäóëÿì, ÿâëÿþòñÿ íåïðèâîäèìûìè, à ïðåäñòàâ-
ëåíèÿ, îòâå÷àþùèå ïîëóïðîñòûì ìîäóëÿì, ÿâëÿþòñÿ âïîëíå ïðèâîäèìûìè.

Äàëåå ÿ ïðèâåäó ôîðìóëèðîâêè íåñêîëüêèõ çíàêîìûõ âàì òåîðåì î ïðåäñòàâëåíèÿõ â ïåðåâîäå
íà ÿçûê ìîäóëåé.

Òåîðåìà 1. Åñëè ìîäóëü V ïîëóïðîñò, òî åãî ìîæíî ðàçëîæèòü â ïðÿìóþ ñóììó ïðîñòûõ
ïîäìîäóëåé.

Òåîðåìà 2. Åñëè ìîäóëü V ìîæíî ðàçëîæèòü â ñóììó (íå îáÿçàòåëüíî ïðÿìóþ) ïðîñòûõ ïîä-
ìîäóëåé, òî îí ïîëóïðîñò.

Îïðåäåëåíèå 5. Ãîìîìîðôèçì ìîäóëÿ â ñåáÿ íàçûâàåòñÿ ýíäîìîðôèçìîì. Ìíîæåñòâî âñåõ ýíäî-
ìîðôèçìîâ A-ìîäóëÿ V îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç EndA V . Ýíäîìîðôèçìû ëåâîãî A-ìîäóëÿ V ìû áóäåì
çàïèñûâàòü ñïðàâà îò ýëåìåíòîâ V , òî åñòü ìû ñ÷èòàåì V ïðàâûì (EndA V ) -ìîäóëåì. Àíàëîãè÷íî,
ýíäîìîðôèçìû ïðàâîãî ìîäóëÿ äåéñòâóþò íà íåãî ñëåâà.
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Óïðàæíåíèå 1. Äîêàçàòü, ÷òî EndA V ÿâëÿåòñÿ ïîäàëãåáðîé àëãåáðû Endk V âñåõ ëèíåéíûõ
îïåðàòîðîâ â ïðîñòðàíñòâå V .

Òåîðåìà 3. Åñëè U è V � ïðîñòûå ìîäóëè, òî ëþáîé íåíóëåâîé ãîìîìîðôèçì F : U −→ V
ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì.

Ñëåäñòâèå 1. Àëãåáðà ýíäîìîðôèçìîâ ïðîñòîãî A-ìîäóëÿ V ÿâëÿåòñÿ òåëîì.

Ñëåäñòâèå 2 (Ëåììà Øóðà). Åñëè ïîëå k àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòî, òî ëþáîé ýíäîìîðôèçì ïðî-
ñòîãî A-ìîäóëÿ V ñêàëÿðåí.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü ïîëå k àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòî, U � ïðîñòîé ëåâûé A-ìîäóëü è

V = U ⊕ · · · ⊕ U︸ ︷︷ ︸
n

= U ⊗ kn.

Òîãäà ëþáîå ïîäìîäóëü A-ìîäóëÿ V èìååò âèä U ⊗ L , ãäå L � ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà
kn .

Òåîðåìà 5. Â óñëîâèÿõ ïðåäûäóùåé òåîðåìû End(V ) 'Mn(k) .

À òåïåðü äîêàæåì íîâóþ òåîðåìó (ïîõèòðåå).

Òåîðåìà 6 (î äâîéíîì öåíòðàëèçàòîðå). Ïóñòü A � íåêîòîðàÿ ïîäàëãåáðà àëãåáðû Endk V , äåé-
ñòâóþùàÿ â V ñëåâà, ïðè÷åì èçâåñòíî, ÷òî ëåâûé A-ìîäóëü V ïîëóïðîñò. Ïîëîæèì B =
EndA V . Òîãäà EndB V = A .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ñïåðâà îäíî âñïîìîãàòåëüíîå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 1. Äëÿ ëþáîãî v ∈ V è ëþáîãî ϕ ∈ EndB V íàéäåòñÿ òàêîé ýëåìåíò a ∈ A , ÷òî av = ϕv .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïîäìîäóëü Av ⊆ V . Òàê êàê A-ìîäóëü V ïîëóïðîñò, òî èìååò ìåñòî
ðàçëîæåíèå â ïðÿìóþ ñóììó V = Av ⊕ U äëÿ íåêîòîðîãî A-ïîäìîäóëÿ U ⊆ V . Ïðîåêöèÿ π : V −→
Av âäîëü U ÿâëÿåòñÿ ýíäîìîðôèçìîì A -ìîäóëÿ V , òî åñòü π ∈ B . Ñëåäîâàòåëüíî, ϕv = ϕ(vπ) =
(ϕv)π , òî åñòü ϕv ∈ Av , ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Ïåðåéäåì òåïåðü ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû. Ïóñòü ϕ � ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò àëãåáðû EndB V .
Äîêàæåì, ÷òî ϕ ∈ A .

Ðàññìîòðèì A-ìîäóëü
W = V ⊕ · · · ⊕ V︸ ︷︷ ︸

n

,

ãäå n = dimV . Ëåãêî âèäåòü, ÷òî EndAW = Mn(B) . ßñíî, ÷òî ϕ(n) = ϕ⊕· · ·⊕ϕ : W −→W ÿâëÿåòñÿ
ýíäîìîðôèçìîì Mn(B) -ìîäóëÿ W . Ïîëîæèì w = (v1, . . . , vn) , ãäå âåêòîðû v1, . . . , vn ñîñòàâëÿþò
áàçèñ V êàê âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà íàä k . Ïî ëåììå 1 íàéäåòñÿ òàêîé ýëåìåíò a ∈ A , ÷òî
aw = ϕ(n)w , òî åñòü avi = ϕvi äëÿ âñåõ i = 1, . . . , n . Íî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî a = ϕ .

Ñëåäñòâèå 3 (Òåîðåìà Áåðíñàéäà). Ïóñòü ïîëå k àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòî, A � íåêîòîðàÿ
ïîäàëãåáðà àëãåáðû Endk V , äåéñòâóþùàÿ â V ñëåâà, ïðè÷åì ëåâûé A-ìîäóëü V ïðîñò. Òîãäà
A = Endk V .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ëåììå Øóðà EndA V = k , îòêóäà, ïî òåîðåìå î äâîéíîì öåíòðàëèçàòîðå,
ïîëó÷àåì Endk V = A .

Ïîëóïðîñòûå àëãåáðû è ïðåäñòàâëåíèÿ êîíå÷íûõ ãðóïï

Ïóñòü A � àëãåáðà íàä ïîëåì k (íàïîìíþ, ÷òî ìû âñåãäà ïðåäïîëàãàåì A àññîöèàòèâíîé êîíå÷-
íîìåðíîé àëãåáðîé ñ åäèíèöåé). Äëÿ êàæäîãî a ∈ A ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå îïåðàòîðû â A êàê
â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå íàä k : îïåðàòîð L(a) ëåâîãî óìíîæåíèÿ íà a è îïåðàòîð R(a) ïðàâîãî
óìíîæåíèÿ íà a . Ìû ïîëó÷àåì äâå àëãåáðû ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ â ïðîñòðàíñòâå A : àëãåáðó L(A)
îïåðàòîðîâ âèäà L(a) (äåéñòâóþùèõ ñëåâà) è àëãåáðó R(A) îïåðàòîðîâ âèäà R(a) (äåéñòâóþùèõ
ñïðàâà).

Óòâåðæäåíèå 1. Êàæäàÿ èç àëãåáð L(A) è R(A) èçîìîðôíà àëãåáðå A . Êðîìå òîãî, EndL(A)A =
R(A) è EndR(A)A = L(A) .
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì åñòåñòâåííûé ãîìîìîðôèçì A −→ L(A) , ïåðåâîäÿùèé a ∈ A â L(a) .
ßñíî, ÷òî îí ñþðúåêòèâåí. Ïóñòü a0 ïðèíàäëåæèò åãî ÿäðó. Òîãäà a0 = a0 ·1 = L(a0)1 = 0 . Ïîýòîìó
L(A) ' A . Àíàëîãè÷íî, R(A) ' A .

Ïóñòü òåïåðü ϕ ∈ EndL(A)A . Ïîëîæèì b = 1ϕ . Òîãäà aϕ = (L(a)1)ϕ = L(a)(1ϕ) = ab = aR(b)
äëÿ ëþáîãî a ∈ A , òî åñòü ϕ = R(b) . Ïîýòîìó EndL(A)A = R(A) . Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåì, ÷òî
EndR(A)A = L(A) .

Îïðåäåëåíèå 6. Àëãåáðà A íàçûâàåòñÿ ïîëóïðîñòîé, åñëè îíà ïîëóïðîñòà êàê ëåâûé ìîäóëü íàä
ñîáîé.

Òåîðåìà 7. Ïîëóïðîñòàÿ àëãåáðà A íàä àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì ïîëåì k èçîìîðôíà ïðÿìîé
ñóììå ìàòðè÷íûõ àëãåáð íàä ýòèì ïîëåì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàçëîæèì A êàê ëåâûé A-ìîäóëü â ïðÿìóþ ñóììó ïðîñòûõ ìîäóëåé, ñîáèðàÿ
âìåñòå èçîìîðôíûå ñëàãàåìûå:

A 'W = V1 ⊕ · · · ⊕ V1︸ ︷︷ ︸
n1

⊕ · · · ⊕ Vk ⊕ · · · ⊕ Vk︸ ︷︷ ︸
nk

,

ãäå V1, . . . , Vk � íåèçîìîðôíûå ïðîñòûå ëåâûå A-ìîäóëè. Ïóñòü n = n1 + · · ·+ nk Ëþáîé ýëåìåíò
w ∈ W çàïèñûâàåòñÿ â âèäå w = (v1, . . . , vn) , ãäå vi ∈ V1 ïðè 1 6 i 6 n1 , vi ∈ V2 ïðè n1 + 1 6 i 6
n1 + n2 , è ò. ä.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé A -ýíäîìîðôèçì F : W −→W . Ïðèìåíèì åãî ê ýëåìåíòó âèäà

wi(v) = (0, . . . , 0, v, 0, . . . , 0),

ãäå v ∈ Vr ñòîèò íà i-ì ìåñòå. Ïîëó÷èì

wi(v)F = (vFi1, . . . , vFin),

ãäå, î÷åâèäíî, Fij ∈ HomA(Vr, Vs) (ãîìîìîðôèçìû A-ìîäóëåé ìû ïèøåì ñïðàâà; íîìåð s ïðî-
ñòîãî A -ìîäóëÿ Vs îïðåäåëÿåòñÿ èíäåêñîì j ). Ïîñêîëüêó ëþáîé íåíóëåâîé ãîìîìîðôèçì ìåæ-
äó ïðîñòûìè A-ìîäóëÿìè ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì, òî Fij = 0 ïðè r 6= s , à ïðè r = s ïî
ëåììå Øóðà Fij � óìíîæåíèå íà íåêîòîðóþ êîíñòàíòó λij ∈ k . Ïîýòîìó ïðèìåíåíèå ýíäîìîð-
ôèçìà F ê ñòðîêå (u1, . . . , un) � ýòî óìíîæåíèå å¼ ñïðàâà íà áëî÷íî-äèàãîíàëüíóþ ìàòðèöó
(λij) ñ ðàçìåðàìè áëîêîâ n1, . . . , nk . Òàêèì îáðàçîì, EndAW = Mn1(k) ⊕ · · · ⊕ Mnk(k) . Îäíàêî
EndAW ' EndL(A)A = R(A) ' A ïî óòâåðæäåíèþ 1.

Îòìåòèì, ÷òî èç ïîëó÷åííîãî îïèñàíèÿ àëãåáðû A ñëåäóåò, ÷òî dimVi = ni , è ÷òî A-ìîäóëü Vi
èçîìîðôåí kni ñî ñëåäóþùèì äåéñòâèåì àëãåáðû A : äëÿ a ∈ A íàõîäèì îáðàç A ïðè âûáðàííîì
èçîìîðôèçìå A ∼−→ Mn1

(k)⊕ · · · ⊕Mnk(k) , âûäåëÿåì i -é äèàãîíàëüíûé áëîê (ðàçìåðîì ni × ni ),
è ïðèìåíÿåì ýòó ìàòðèöó ê ýëåìåíòàì kni .

Òåîðåìà 8. Ïóñòü àëãåáðà A ïîëóïðîñòà è V1, . . . , Vk � âñå íåèçîìîðôíûå ïðîñòûå A-ìîäóëè,
âõîäÿùèå â ðàçëîæåíèå A êàê ëåâîãî A-ìîäóëÿ. Òîãäà ëþáîé ëåâûé A-ìîäóëü ïîëóïðîñò, è ëþáîé
ïðîñòîé ëåâûé A-ìîäóëü èçîìîðôåí îäíîìó èç Vi .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîäìîäóëü A êàê ëåâîãî A-ìîäóëÿ � ýòî íå ÷òî èíîå, êàê ëåâûé èäåàë. Ïðåä-
ñòàâèì A êàê ïðÿìóþ ñóììó ìèíèìàëüíûõ (íåíóëåâûõ) ëåâûõ èäåàëîâ: A =

⊕
Ij , ãäå, ïî ïðåä-

ïîëîæåíèþ, êàæäûé èç èäåàëîâ Ij èçîìîðôåí (êàê ëåâûé A -ìîäóëü) íåêîòîðîìó èç Vi . Ïóñòü V
� ïðîèçâîëüíûé ëåâûé A-ìîäóëü, è ïóñòü v ∈ V . Òîãäà Av =

∑
Ijv , ãäå êàæäûé èç ïîäìîäóëåé

Ijv ëèáî ïðîñòîé (èçîìîðôíûé îäíîìó èç Vi ), ëèáî íóëåâîé. Ïóñòü (v1, . . . , vs) � áàçèñ V . Òî-
ãäà V =

∑
Avr =

∑
Ijvr , òî åñòü ìîäóëü V ÿâëÿåòñÿ ñóììîé ïðîñòûõ ìîäóëåé. Ñëåäîâàòåëüíî,

îí ïîëóïðîñò. Åñëè îí ïðîñò, òî ðàâåí îäíîìó èç ñëàãàåìûõ Ijvr , ïîýòîìó èçîìîðôåí îäíîìó èç
Vi .

×òîáû ïðèìåíÿòü ïîëó÷åííûå òåîðåìû ê ïðåäñòàâëåíèÿì êîíå÷íîé ãðóïïû, ìû äîëæíû âñïîì-
íèòü, ÷òî òåîðèÿ ïðåäñòàâëåíèé ãðóïïîâîé àëãåáû (òî åñòü òåîðèÿ kG -ìîäóëåé) ýêâèâàëåíòíà òåî-
ðèè ïðåäñòàâëåíèé ãðóïïû G .

Òåîðåìà 9. Ïðè char k , íå äåëÿùåé |G| , ãðóïïîâàÿ àëãåáðà kG ïîëóïðîñòà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå Ìàøêå ëþáîé kG-ìîäóëü ïîëóïðîñò.
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Èòàê, ìû ìîæåì ïðèìåíèòü òåîðåìû 7 è 8 ê ãðóïïîâîé àëãåáðå êîíå÷íîé ãðóïïû. Ïðè ýòîì, çíàÿ
î ñóùåñòâîâàíèè ðàçëîæåíèÿ àëãåáðû â ïðÿìóþ ñóììó ìàòðè÷íûõ êîëåö, ìû íå çíàåì ñàìîãî ýòîãî
ðàçëîæåíèÿ. Ïîýòîìó âàæíî âûðàçèòü êàê ìîæíî áîëüøå ñâîéñòâ ýòîãî ðàçëîæåíèÿ â èíâàðèàíòíûõ
òåðìèíàõ.

Ïðåæäå âñåãî, ðàçìåðíîñòü àëãåáðû A âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ÷èñëà ni ïî ôîðìóëå dimA =
∑
n2i .

Ïîýòîìó èç òåîðåìû 8 ñëåäóåò

Óòâåðæäåíèå 2. Ðàçìåðíîñòü ïîëóïðîñòîé àëãåáðû A íàä àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì ïîëåì ðàâ-
íà ñóììå êâàäðàòîâ ðàçìåðíîñòåé íåèçîìîðôíûõ ïðîñòûõ A-ìîäóëåé.

Ñëåäñòâèå 4. Ïóñòü ïîëå k àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòî è åãî õàðàêòåðèñòèêà íå äåëèò ïîðÿäîê
êîíå÷íîé ãðóïïû G . Òîãäà ñóììà êâàäðàòîâ ðàçìåðíîñòåé íåýêâèâàëåíòíûõ íåïðèâîäèìûõ ïðåä-
ñòàâëåíèé ãðóïïû G íàä ïîëåì k ðàâíà ïîðÿäêó ýòîé ãðóïïû.

Äàäèì òåïåðü âàæíîå

Îïðåäåëåíèå 7. Öåíòðîì àëãåáðû A íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ ýëåìåíòîâ z ∈ A , ÷òî
za = az äëÿ ëþáîãî a ∈ A . Öåíòð àëãåáðû A îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç Z(A) .

Öåíòð àññîöèàòèâíîé àëãåáðû ñ åäèíèöåé ÿâëÿåòñÿ êîììóòàòèâíîé àëãåáðîé ñ åäèíèöåé.
ßñíî, ÷òî öåíòð ïîëíîé ìàòðè÷íîé àëãåáðû ñîñòîèò òîëüêî èç ñêàëÿðíûõ ìàòðèö. Êðîìå òîãî,

öåíòðîì ïðÿìîé ñóììû àëãåáð ÿâëÿåòñÿ ïðÿìàÿ ñóììà öåíòðîâ ñëàãàåìûõ. Ïîýòîìó ðàçìåðíîñòü
öåíòðà ðàâíà ÷èñëó ñëàãàåìûõ. Îòñþäà ïîëó÷àåì

Óòâåðæäåíèå 3. ×èñëî íåèçîìîðôíûõ ïðîñòûõ A-ìîäóëåé äëÿ ïîëóïðîñòîé àëãåáðû A íàä àë-
ãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì ïîëåì ðàâíî dimZ(A) .

Ïóñòü A = kG . Íàéäåì Z(A) . ßñíî, ÷òî z =
∑
g∈G

λgg ïðèíàäëåæèò Z(A) òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà hz = zh äëÿ ëþáîãî h ∈ G . Ïîýòîìó

Z(A) =
{∑
g∈G

λgg
∣∣∣ (∀g, h ∈ G) λh−1gh = λg

}
.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ðàçìåðíîñòü öåíòðà ãðóïïîâîé àëãåáðû ðàâíà ÷èñëó êëàññîâ ñîïðÿæåííûõ
ýëåìåíòîâ. Èòàê, ïîëó÷àåòñÿ

Ñëåäñòâèå 5. Ïóñòü ïîëå k àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòî è åãî õàðàêòåðèñòèêà íå äåëèò ïîðÿäîê
êîíå÷íîé ãðóïïû G . Òîãäà ÷èñëî íåýêâèâàëåíòíûõ íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé ãðóïïû G íàä
ïîëåì k ðàâíî ÷èñëó êëàññîâ ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ ýòîé ãðóïïû.

Òåîðèÿ õàðàêòåðîâ

Îïðåäåëåíèå 8. Ïóñòü A � àññîöèàòèâíàÿ àëãåáðà, à V � ëåâûé A-ìîäóëü. Íà äâîéñòâåííîì
ïðîñòðàíñòâå V ∗ ìîæíî ââåñòè ñòðóêòóðó ïðàâîãî A-ìîäóëÿ, ïîëîæèâ (ξa)(v) = ξ(av) äëÿ ëþáûõ
ξ ∈ V ∗ è v ∈ V . Ïîëó÷åííûé ïðàâûé A-ìîäóëü V ∗ íàçûâàåòñÿ äâîéñòâåííûì ìîäóëåì ê V .

Îïðåäåëåíèå 9. Ïóñòü V � ëåâûé A-ìîäóëü, à U � ïðàâûé A -ìîäóëü. Áèëèíåéíàÿ ôîðìà B :
U × V −→ k íàçûâàåòñÿ A-èíâàðèàíòíîé, åñëè B(ua, v) = B(u, av) äëÿ ëþáûõ u ∈ U , v ∈ V è
a ∈ A .

Óïðàæíåíèå 2. Äîêàçàòü, ÷òî áèëèíåéíàÿ ôîðìà B : U ×V −→ k ÿâëÿåòñÿ A -èíâàðèàíòíîé òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñîîòâåòñòâóþùåå ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå U −→ V ∗ ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì
ïðàâûõ A-ìîäóëåé (è òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñîîòâåòñòâóþùåå ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå V −→ U∗

ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì ëåâûõ A-ìîäóëåé).

Ïóñòü A � àññîöèàòèâíàÿ àëãåáðà íàä ïîëåì C (èëè ëþáûì àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì ïîëåì
õàðàêòåðèñòèêè íîëü). Ðàññìîòðèì áèëèíåéíóþ ôîðìó (a, b) = trL(a)L(b) íà A (íàïîìíþ, ÷òî äëÿ
ëþáîãî a ∈ A ÷åðåç L(a) ìû îáîçíà÷àåì îïåðàòîð ëåâîãî óìíîæåíèÿ íà a â àëãåáðå A).

Óïðàæíåíèå 3. Äîêàçàòü, ÷òî ýòà áèëèíåéíàÿ ôîðìà ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷åñêîé è A-èíâàðèàíòíîé.

Óòâåðæäåíèå 4. Ïóñòü àëãåáðà A ïîëóïðîñòà. Òîãäà áèëèíåéíàÿ ôîðìà ( , ) íåâûðîæäåíà.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå 7 ñóùåñòâóåò ðàçëîæåíèå A =
⊕
Ai , ãäå Ai � èäåàë, èçîìîðôíûé

Mni(C) . Èäåàëû Ai ïîïàðíî îðòîãîíàëüíû îòíîñèòåëüíî ôîðìû ( , ) (äîêàæèòå ýòî!). Ïîýòîìó
äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü íåâûðîæäåííîñòü îãðàíè÷åíèÿ íàøåé ôîðìû íà êàæäûé èç èäåàëîâ Ai ,
äðóãèìè ñëîâàìè, íàäî äîêàçàòü óòâåðæäåíèå â ñëó÷àå A = Mn(C) .

Îäíàêî äëÿ a, b ∈ Mn(C) ìû èìååì trL(a)L(b) = trL(ab) = n tr ab (äîêàæèòå ýòî!). Ïîýòîìó
íåâûðîæäåííîñòü ôîðìû ( , ) ñëåäóåò èç íåâûðîæäåííîñòè ôîðìû tr ab íà Mn(C) .

Èòàê, äëÿ ïîëóïðîñòîé àëãåáðû íàä ïîëåì C ôîðìà ( , ) îïðåäåëÿåò èçìîðôèçì A êàê ëåâîãî è
ïðàâîãî A -ìîäóëÿ ñ äâîéñòâåííûì ìîäóëåì A∗ . Åñëè A = CG , òî A∗ åñòåñòâåííî îòîæäåñòâëÿåòñÿ
ñ ïðîñòðàíñòâîì C[G] êîìïëåêñíûõ ôóíêöèé íà ãðóïïå. Ïîñìîòðèì, êàêîé âèä èìååò ôîðìà ( , )
íà CG è ñîîòâåòñòâóþùèé èçîìîðôèçì CG −→ C[G] .

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî íååäèíè÷íîãî g ∈ G ó ìàòðèöû îïåðàòîðà L(g) íà ãëàâíîé äèàãîíàëè
ñòîÿò íóëè, ò. å. trL(g) = 0 . Åñëè æå g = e , òî L(g) = id è trL(g) = |G| . Îòñþäà ìû ïîëó÷àåì, ÷òî(∑

g∈G
λgg,

∑
g∈G

µgg
)

= |G|
∑
g∈G

λgµg−1 .

Ñîîòâåòñòâóþùèé èçîìîðôèçì CG −→ C[G] ïåðåâîäèò g â |G|δg−1,• � ôóíêöèþ íà G , ðàâíóþ
|G| íà g−1 è íóëþ íà îñòàëüíûõ ýëåìåíòàõ ãðóïïû G . Ïåðåíîñÿ ñ ïîìîùüþ ýòîãî èçîìîðôèçìà
áèëèíåéíóþ ôîðìó ( , ) ñ CG íà C[G] , ïîëó÷àåì

(f1, f2) = |G|−1
∑
g∈G

f1(g)f2(g−1).

Îïðåäåëåíèå 10. Ïóñòü ρ � ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû G â êîíå÷íîìåðíîì âåêòîðíîì ïðîñòðàí-
ñòâå V íàä ïîëåì C . Õàðàêòåðîì ïðåäñòàâëåíèÿ ρ íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ χρ(g) = tr ρ(g) ∈ C[G] .
Õàðàêòåð íåïðèâîäèìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ íàçûâàåòñÿ íåïðèâîäèìûì õàðàêòåðîì ãðóïïû G .

Òåîðåìà 10. Ïóñòü V1, . . . , Vk � âñå íåèçîìîðôíûå ïðîñòûå CG-ìîäóëè, ni = dimVi , à χ1, . . . , χk
� õàðàêòåðû ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðåäñòàâëåíèé ãðóïïû G . Ïîëîæèì

εi =
ni
|G|

∑
g∈G

χi(g)g−1 ∈ CG.

Òîãäà ýëåìåíòû εi ïðèíàäëåæàò öåíòðó àëãåáðû CG , ñîñòàâëÿþò åãî áàçèñ è, êðîìå òîãî, óäî-
âëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì:

1. ε2i = εi ;

2. εiεj = 0 ïðè i 6= j ;

3.
k∑
i=1

εi = 1 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ρi ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû G â ïðîñòðàíñòâå Vi . Òîé æå áóêâîé
ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû CG â ïðîñòðàíñòâå Vi . Õàðàêòåð χi ∈ C[G] ìû ðàñ-
ñìàòðèâàåì êàê ëèíåéíóþ ôóíêöèþ íà CG , ïîëüçóÿñü îòîæäåñòâëåíèåì (CG)∗ = C[G] . ßñíî, ÷òî
χi(x) = tr ρi(x) äëÿ ëþáîãî x ∈ CG .

Ìû çíàåì, ÷òî àëãåáðà CG èçîìîðôíà àëãåáðå A =
k⊕
i=1

Mni(C) . Ïóñòü ψ : A −→ CG � èçîìîð-

ôèçì. Åñòåñòâåííûé áàçèñ öåíòðà àëãåáðû A ñîñòàâëÿþò ýëåìåíòû âèäà Ei = (0, . . . , 0, E, . . . , 0) ,
ãäå åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ñòîèò íà i -ì ìåñòå, à íà îñòàëüíûõ � íóëè. Äîêàæåì, ÷òî ψ(Ei) = εi .

Ïðåäñòàâëåíèå ρi ◦ψ àëãåáðû A ýêâèâàëåíòíî ïðåäñòàâëåíèþ â ïðîñòðàíñòâå Cni , ãäå êàæäûé
ýëåìåíò a = (a1, . . . , ak) äåéñòâóåò ìàòðèöåé ai ∈ Mni(C) . Ïîýòîìó tr ρi ◦ ψ(a) = tr ai . Ñ äðóãîé
ñòîðîíû, trL(a)L(Ei) = trL(aEi) = ni tr ai . Ïîýòîìó (x, ψ(Ei)) = niχi(x) = (x, εi) äëÿ ëþáîãî
x ∈ CG . Èç íåâûðîæäåííîñòè ôîðìû ( , ) ñëåäóåò, ÷òî ψ(Ei) = εi .

Èòàê, ýëåìåíòû (ε1, . . . , εk) = (ψ(E1), . . . , ψ(Ek)) � áàçèñ Z(CG) . Ñîîíîøåíèÿ ìåæäó íèìè
ñëåäóþò èç ñîîòâåòñòâóþùèõ ñîîòíîøåíèé ìåæäó Ei , êîòîðûå î÷åâèäíû.

Çàìå÷àíèå. Èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû ÿñíî, ÷òî εi äåéñòâóåò åäèíè÷íûì îïåðàòîðîì â Vi è íóëåì
âî âñåõ îñòàëüíûõ ïðîñòûõ CG-ìîäóëÿõ Vj . Ïîýòîìó â ïðîèçâîëüíîì CG-ìîäóëå εi äåéñòâóåò êàê
èíâàðèàíòíûé ïðîåêòîð íà i-þ èçîòèïè÷åñêóþ êîìïîíåíòó , òî åñòü íà ñóììó âñåõ ïðîñòûõ CG-
ïîäìîäóëåé, èçîìîðôíûõ Vi .
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Ñëåäñòâèå 6. Õàðàêòåðû ðàçëè÷íûõ íåïðèâîäèìûõ êîìïëåêñíûõ ïðåäñòàâëåíèé ãðóïïû G ëè-
íåéíî íåçàâèñèìû è ñîñòàâëÿþò áàçèñ ïðîñòðàíñòâà ôóíêöèé íà G , ïîñòîÿííûõ íà êëàññàõ ñî-
ïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Õàðàêòåð χi � îáðàç n−1i εi ïðè èçîìîðôèçìå CG ∼−→ C[G] , çàäàâàåìîì ôîðìîé
( , ) . Ïîñêîëüêó εi ñîñòàâëÿþò áàçèñ â Z(CG) , òî è χi ñîñòàâëÿþò áàçèñ â îáðàçå ýòîãî ïðîñòðàí-
ñòâà, ðàâíîì, êàê ëåãêî âèäåòü, ïðîñòðàíñòâó ôóíêöèé íà G , ïîñòîÿííûõ íà êëàññàõ ñîïðÿæåííûõ
ýëåìåíòîâ.

Ñëåäñòâèå 7. Äëÿ íåïðèâîäèìûõ êîìïëåêñíûõ õàðàêòåðîâ χi ãðóïïû G âûïîëíåíî ñëåäóþùåå
ñîîòíîøåíåå îðòîãîíàëüíîñòè:

(χi, χj) = δij .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî ñëåäóåò èç î÷åâèäíîãî ðàâåíñòâà (εi, εj) = n2i .

Ñëåäñòâèå 8. Õàðàêòåð χ êîìïëåêñíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû G ÿâëÿåòñÿ íåïðèâîäèìûì òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà (χ, χ) = 1 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî õàðàêòåð ïðÿìîé ñóììû ïðåäñòàâëåíèé ðàâåí ñóììå èõ
õàðàêòåðîâ, à ëþáîå êîìïëåêñíîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû G ÿâëÿåòñÿ âïîëíå ïðèâîäèìûì.

Ñëåäñòâèå 9. Ïóñòü ρ � ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû G ñ õàðàêòåðîì χ , ρ1, . . . , ρk � âñå ðàçëè÷íûå
íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû G , à χ1, . . . , χk � èõ õàðàêòåðû. Òîãäà êðàòíîñòü âõîæäå-
íèÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ρi â ïðåäñòàâëåíèå ρ ðàâíà (ρi, ρ) .

Óïðàæíåíèå 4. Ïóñòü V,W � CG-ìîäóëè, à χV , χW � ñîîòâåòñòâóþùèå õàðàêòåðû. Äîêàçàòü,
÷òî dim HomG(V,W ) = (χV , χW ) .

Óòâåðæäåíèå 5. Ïóñòü χ � õàðàêòåð êîìïëåêñíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ρ ãðóïïû G â ïðîñòðàíñòâå
V . Òîãäà χ(g−1) = χ(g) äëÿ ëþáîãî g ∈ G .

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ëþáîì CG -ìîäóëå åñòü G -èíâàðèàíòíîå ýðìèòîâî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå
(äåéñòâèòåëüíî, ìîæíî âçÿòü ëþáîå ýðìèòîâî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå è óñðåäíèòü åãî ïî ãðóïïå
G , êàê ìû ýòî äåëàëè ñ ïðîåêòîðîì â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû Ìàøêå). Âûáåðåì òàêîå ñêàëÿðíîå
ïðîèçâåäåíèå â ïðîñòðàíñòâå V è çàïèøåì ìàòðèöû îïåðàòîðîâ ïðåäñòàâëåíèÿ â êàêîì-íèáóäü îð-
òîíîðìèðîâàííîì áàçèñå. Ïóñòü C(g) � ìàòðèöà îïåðàòðà ρ(g) . Òîãäà C(g−1) = C(g)−1 = C(g)t .
Ïîýòîìó χ(g−1) = χ(g) .

Ñëåäñòâèå 10. Îïðåäåëèì â C[G] ýðìèòîâî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå 〈 , 〉 ôîðìóëîé

〈f1, f2〉 =
1

|G|
∑
g∈G

f1(g)f2(g).

Òîãäà äëÿ ëþáûõ äâóõ õàðàêòåðîâ χ1, χ2 âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

〈χ1, χ2〉 = (χ1, χ2)

Â ñèëó ýòîãî ñîîòíîøåíèå îðòîãîíàëüíîñòè äëÿ õàðàêòåðîâ è åãî ñëåäñòâèÿ îñòàþòñÿ ñïðàâåä-
ëèâûìè ïðè çàìåíå áèëèíåéíîé ôîðìû ( , ) íà ýðìèòîâó ôîðìó 〈 , 〉 .

Ïðîñòðàíñòâà ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ

Îïðåäåëåíèå 11. Ïðîñòðàíñòâîì ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ ïðåäñòàâëåíèÿ ρ ãðóïïû G íàçûâàåò-
ñÿ ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà C[G] , ïîðîæäåííîå ìàòðè÷íûìè ýëåìåíòàìè aij(g) îïåðàòîðîâ
ïðåäñòàâëåíèÿ ρ(g) (â íåêîòîðîì áàçèñå ïðîñòðàíñòâà ïðåäñòàâëåíèÿ).

ßñíî, ÷òî ïðîñòðàíñòâî ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ ïðåäñòàâëåíèÿ íå çàâèñèò îò âûáîðà áàçèñà â
ïðîñòðàíñòâå ýòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ.

Ïóñòü ρ1, . . . , ρk � âñå ðàçëè÷íûå íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû G ðàçìåðíîñòåé n1, . . . , nk .
Áóäåì âîñïðèíèìàòü èõ êàê ìàòðè÷íûå ïðåäñòàâëåíèÿ, òî åñòü âûáåðåì â ïðîñòðàíñòâå êàæäîãî
èç ïðåäñòàâëåíèé áàçèñ è áóäåì çàïèñûâàòü îïåðàòîðû ïðåäñòàâëåíèé ìàòðèöàìè â ñîîòâåòñòâó-
þùåì áàçèñå. Èç òåîðåì 7 è 8 è èç ïîëóïðîñòîòû ãðóïïîâîé àëãåáðû ñëåäóåò, ÷òî ïðåäñòàâëåíèå
ρ1⊕· · ·⊕ρk çàäàåò èçîìîðôèçì CG ñ àëãåáðîé Mn1,...,nk(C) áëî÷íî-äèàãîíàëüíûõ ìàòðèö ðàçìåðà
(n1 + · · · + nk) × (n1 + · · · + nk) ñ äèàãîíàëüíûìè áëîêàìè ðàçìåðîâ n1 × n1, . . . , nk × nk (àëãåáðà
Mn1,...,nk(C) åñòåñòâåííî îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ àëãåáðîé Mn1(C)⊕ · · · ⊕Mnk(C)).
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Îòîæäåñòâèì àëãåáðó CG ñ àëãåáðîé Mn1(C) ⊕ · · · ⊕Mnk(C)) ïîñðåäñòâîì èçîìîðôèçìà ρ1 ⊕
· · · ⊕ ρk . Ïóñòü ρ � ïðîèçâîëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû G . Ðàçëîæèì åãî â ñóììó íåïðèâîäèìûõ:
ρ =

∑
crρr . Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïðîñòðàíñòâî ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ ïðåäñòàâëåíèÿ ρ � àííóëÿòîð â

(Mn1
(C)⊕· · ·⊕Mnk(C))∗ ñóììû òåõ Mnr , äëÿ êîòîðûõ cr = 0 . Â ÷àñòíîñòè, ïðîñòðàíñòâî ìàòðè÷íûõ

ýëåìåíòîâ ïðåäñòàâëåíèÿ ρr åñòåñòâåííî èçîìîðôíî ïðîñòðàíñòâó M
∗
nr . Ïîýòîìó ïðè èçîìîðôèçìå

Mn1(C)⊕· · ·⊕Mnk(C) ' (Mn1(C)⊕· · ·⊕Mnk(C))∗ , çàäàâàåìîì ôîðìîé (a, b) = trL(a)L(b) , ñëàãàåìîå
Mnr ñîîòâåòñòâóåò ïðîñòðàíñòâó ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ ïðåäñòàâëåíèÿ ρr . Íåòðóäíî ïðîâåðèòü,

÷òî ìàòðè÷íîìó ýëåìåíòó a
(r)
ij (·) â ïðåäñòàâëåíèè ρr îòâå÷àåò ìàòðè÷íàÿ åäèíèöà E(r)

ji ñëàãàåìîãî

Mnr , äåëåííàÿ íà nr . Ïîñêîëüêó, î÷åâèäíî, (E
(r)
ji , E

(r′)
j′i′ ) = nrδrr′δij′δji′ , òî ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå

çíà÷åíèÿ áèëèíåéíîé ôîðìû ( , ) íà ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòàõ:

(a
(r)
ij , a

(r′)
i′j′ ) = n−1r δrr′δij′δji′ .

Ïóñòü òåïåðü â ïðîñòðàíñòâå êàæäîãî èç ïðåäñòàâëåíèé ρr âûáðàí îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ
îòíîñèòåëüíî èíâàðèàíòíîé ýðìèòîâîé ôîðìû. Òîãäà äëÿ ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ â ýòèõ áàçèñàõ

âûïîëíåíî ðàâåíñòâî a
(r)
ij (g−1) = a

(r)
ji (g) . Ïîýòîìó ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå îðòîãî-

íàëüíîñòè äëÿ ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ:

〈a(r)ij , a
(r′)
i′j′ 〉 = n−1r δrr′δii′δjj′ .

Òàêèì îáðàçîì, ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé ñîñòàâëÿþò îðòîãîíàëüíûé áà-
çèñ ïðîñòðàíñòâà C[G] ôóíêöèé íà ãðóïïå G .

Îòìåòèì, íàêîíåö, ÷òî ýòîò áàçèñ çàäàåò ÿâíîå ðàçëîæåíèå C[G] â ñóììó ìèíèìàëüíûõ èíâà-
ðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ êàê îòíîñèòåëüíî ëåâîãî, òàê è îòíîñèòåëüíî ïðàâîãî ðåãóëÿðíîãî ïðåä-
ñòàâëåíèÿ.

Èíäóöèðîâàííûå ìîäóëè è ïðåäñòàâëåíèÿ

Îïðåäåëåíèå 12. Ïóñòü G � ãðóïïà, H � å¼ ïîäãðóïïà, V � ëåâûé CH -ìîäóëü, à ρ : H −→
EndC V � ñîîòâåòñòâóþùåå ëèíåéíîå ïðåäñòàâëåíèå. Ãðóïïîâóþ àëãåáðó CG ìîæíî ðàññìàòðèâàòü
êàê ëåâûé CH -ìîäóëü. Ïîëîæèì W = HomCH(CG,V ) . Èíà÷å ïðîñòðàíñòâî W ìîæíî îïèñàòü êàê
ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé íà ãðóïïå G ñî çíà÷åíèÿìè â ïðîñòðàíñòâå V , óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì
F (hg) = ρ(h)F (g) äëÿ ëþáûõ g ∈ G è h ∈ H .

Ââåäåì â W ñòðóêòóðó ëåâîãî CG-ìîäóëÿ, ïîëîæèâ (gF )(g′) = F (g′g) . Ýòîò CG-ìîäóëü íàçû-
âàåòñÿ èíäóöèðîâàííûì ìîäóëåì è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç IndGH V . Ñîîòâåòñòâóþùåå ëèíåéíîå ïðåä-
ñòàâëåíèå ãðóïïû G íàçûâàåòñÿ èíäóöèðîâàííûì ïðåäñòàâëåíèåì è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç IndGH ρ .

Óïðàæíåíèå 5. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáûõ CH -ìîäóëåé V è W èìååò ìåñòî G -èçîìîðôèçì
IndGH(V ⊕W ) ∼= IndGH V ⊕ IndGHW .

Óïðàæíåíèå 6. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè H è K � ïîäãðóïïû ãðóïïû G , ïðè÷åì K ⊆ H , òî äëÿ
ëþáîãî CK -ìîäóëÿ V èìååò ìåñòî G-èçîìîðôèçì IndGK V

∼= IndGH IndHK V .

Ïðèìåð 1. Ïóñòü V = C è ρ � òðèâèàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû H . Òîãäà IndGH V � ýòî ïîä-
ïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà C[G] ôóíêöèé íà ãðóïïå G , ñîñòîÿùåå èç âñåõ ôóíêöèé, ïîñòîÿííûõ íà
êàæäîì ïðàâîì ñìåæíîì êëàññå ãðóïïû G ïî ïîäãðóïïå H . Ïîýòîìó IndGH V ìîæíî îòîæäåñòâèòü
ñ ïðîñòðàíñòâîì C[H\G] âñåõ ôóíêöèé íà ìíîæåñòâå H\G ïðàâûõ ñìåæíûõ êëàññîâ G ïî H .

Ôàêòîðìíîæåñòâî H\G ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíûì ïðàâûì G-ïðîñòðàíñòâîì (òî åñòü ìíîæåñòâîì ñ
òðàíçèòèâíûì ïðàâûì äåéñòâèåì ãðóïïû G), ïðè÷åì êàæäîå îäíîðîäíîå ïðàâîå G-ïðîñòðàíñòâî
èçîìîðôíî H\G ïðè ïîäõîäÿùåì âûáîðå ïîäãðóïïû H (à èìåííî, íóæíî âçÿòü â êà÷åñòâå H
ñòàáèëèçàòîð êàêîé-íèáóäü òî÷êè). Ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû G â ïðîñòðàíñòâå ôóíêöèé íà îäíî-
ðîäíîì ïðàâîì G -ïðîñòðàíñòâå H\G åñòåñòâåííî èçîìîðôíî êâàçèðåãóëÿðíîìó ïðåäñòàâëåíèþ â
ïðîñòðàíñòâå CX , ãäå X = G/H . Èçîìîðôèçì CX ∼−→ C[H\G] ïîëó÷àåòñÿ òàê: ñìåæíûé êëàññ
gH ïåðåõîäèò â ôóíêöèþ, ðàâíóþ åäèíèöå íà Hg−1 è íóëþ íà îñòàëüíûõ ïðàâûõ ñìåæíûõ êëàññàõ.

Óïðàæíåíèå 7. Ïóñòü X � îäíîðîäíîå ïðàâîå G -ïðîñòðàíñòâî. Äîêàçàòü, ÷òî çíà÷åíèå õàðàêòåðà
ñîîòâåòñòâóþùåãî êâàçèðåãóëÿðíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ íà ýëåìåíòå g ∈ G ðàâíî ÷èñëó íåïîäâèæíûõ
(îòíîñèòåëüíî g ) òî÷åê â X .

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî CH -ìîäóëÿ V ïðîñòðàíñòâî V -çíà÷íûõ ôóíêöèé íà X = H\G èçî-
ìîðôíî èíäóöèðîâàííîìó ìîäóëþ IndGH V (õîòÿ è íå êàíîíè÷åñêè). Ïóñòü äëÿ êàæäîãî ñìåæíîãî
êëàññà x ∈ X âûáðàí åãî ïðåäñòàâèòåëü gx ∈ G . Ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå êàæäîìó ýëåìåíòó
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F ∈ IndGH V (ðàññìàòðèâàåìîìó êàê ôóíêöèÿ íà ãðóïïå G) ôóíêöèþ f : X −→ V , çàäàííóþ ðàâåí-
ñòâîì f(x) = F (gx) . Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ýòî ñîîòâåòñòâèå óñòàíàâëèâàåò èçîìîðôèçì ïðîñòðàíñòâà
IndGH V ñ ïðîñòðàíñòâîì V -çíà÷íûõ ôóíêöèé íà X , äåéñòâèå ãðóïïû G íà êîòîðîì çàäàåòñÿ ôîð-
ìóëîé (gf)(x) = gxgg

−1
xg f(xg) . Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî dim IndGH V = [G : H] dimV .

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ÷èñëà ñïëåòåíèÿ ñ èíäóöèðîâàííûì ïðåäñòàâëåíèåì î÷åíü ïîëåçíà ñëåäóþùàÿ
òåîðåìà.

Òåîðåìà 11 (Äâîéñòâåííîñòü Ôðîáåíèóñà). Ïóñòü G � ãðóïïà, H � å¼ ïîäãðóïïà, U � ëåâûé
CG-ìîäóëü, à V � ëåâûé CH -ìîäóëü. Îáîçíà÷èì U , ðàññìàòðèâàåìûé êàê CH -ìîäóëü, ÷åðåç
ResGH U . Òîãäà èìååò ìåñòî êàíîíè÷åñêèé èçîìîðôèçì

HomCG(U, IndGH V ) ∼= HomCH(ResGH U, V ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ψ ∈ HomCG(U, IndGH V ) . Ïîñòðîèì îòîáðàæåíèå ψ̂ : ResGH U −→ V ïî ôîð-

ìóëå ψ̂(u) = (ψ(u))(e) , ãäå ÷åðåç e îáîçíà÷åíà åäèíèöà ãðóïïû G (ýëåìåíòû ïðîñòðàíñòâà IndGH V
ìû âîñïðèíèìàåì êàê ôóíêöèè íà ãðóïïå G).

Ïóñòü ϕ ∈ HomCH(ResGH U, V ) . Ïîñòðîèì îòîáðàæåíèå ϕ̌ : U −→ IndGH V ïî ôîðìóëå (ϕ̌(u))(g) =
ϕ(gu) .

Ïðîâåðüòå ñàìè, ÷òî îòîáðàæåíèå ψ 7→ ψ̂ ïåðåâîäèò HomCG(U, IndGH V ) â HomCH(ResGH U, V ) ,
à îòîáðàæåíèå ϕ 7→ ϕ̌ ïåðåâîäèò HomCH(ResGH U, V ) â HomCG(U, IndGH V ) , à òàêæå òî, ÷òî ýòè
îòîáðàæåíèÿ ÿâëÿþòñÿ âçàèìíî îáðàòíûìè.

Ïðèìåð 2. Ïóñòü V = IndGH C , W = IndGK C , ãäå C ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê òðèâèàëüíûé CH -ìîäóëü
(CK -ìîäóëü). Òîãäà

HomCG(V,W ) ∼= HomCK(V,C) = {f : H\G −→ C | (∀h ∈ K) f(xh) = f(x)} ∼= C[H\G/K],

ãäå ÷åðåç H\G/K îáîçíà÷åíî ìíîæåñòâî äâîéíûõ ñìåæíûõ êëàññîâ, òî åñòü ìíîæåñòâ âèäà HgK .
Òàêèì îáðàçîì, ìû ñíîâà ïîëó÷èëè ôîðìóëó äëÿ ÷èñëà ñïëåòåíèÿ êâàçèðåãóëÿðíûõ ïðåäñòàâëåíèé.

Ìíîæåñòâî H\G/K åñòåñòâåííî îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ ìíîæåñòâîì îðáèò ïðàâîãî äåéñòâèÿ K íà
H\G , ñ ìíîæåñòâîì îðáèò ëåâîãî äåéñòâèÿ H íà G/K , è ñ ìíîæåñòâîì îðáèò ïðàâîãî äåéñòâèÿ
G íà (H\G)× (G/K) , çàäàííîãî ôîðìóëîé (x, y)g = (xg, g−1y) . Ïîñëåäíåå ìíîæåñòâî íàõîäèòñÿ â
áèåêöèè ñ ìíîæåñòâîì îðáèò åñòåñòâåííîãî ïðàâîãî äåéñòâèÿ G íà (H\G) × (K\G) (ýòà áèåêöèÿ
âîçíèêàåò èç áèåêöèè Kg 7→ g−1K ìåæäó K\G è G/K ).

Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëî ñïëåòåíèÿ ìåæäó êâàçèðåãóëÿðíûìè ïðåäñòàâëåíèÿìè, îòâå÷àþùèìè îä-
íîðîäíûì ïðàâûì G-ïðîñòðàíñòâàì X è Y , ðàâíî ÷èñëó îðáèò ãðóïïû G íà ìíîæåñòâå X × Y
(èëè ÷èñëó îðáèò ãðóïïû H íà ìíîæåñòâå Y , èëè ÷èñëó îðáèò ãðóïïû K íà ìíîæåñòâå X , ãäå
H � ñòàáèëèçàòîð íåêîòîðîãî ýëåìåíòà ìíîæåñòâà X , à K � ñòàáèëèçàòîð íåêîòîðîãî ýëåìåíòà
ìíîæåñòâà Y ). Áîëåå òîãî, îðáèòàì îòâå÷àåò íåêîòîðûé áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå ñïëåòàþùèõ îïåðà-
òîðîâ (ñì. ëåêöèþ 6). Ñåé÷àñ ìû îáîáùèì ýòó êîíñòðóêöèþ äëÿ ñïëåòàþùèõ îïåðàòîðîâ ìåæäó
ïðîèçâîëüíûìè èíäóöèðîâàííûìè ïðåäñòàâëåíèÿìè.

Ïóñòü H,K � ïîäãðóïïû ãðóïïû G , V � íåêîòîðûé ëåâûé CH -ìîäóëü, à W � íåêîòîðûé
ëåâûé CK -ìîäóëü. Ïðîñòðàíñòâî HomC(V,W ) èìååò åñòåñòâåííóþ ñòðóêòóðó ëåâîãî CK -ìîäóëÿ è
ïðàâîãî CH -ìîäóëÿ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç LVW (G) ïðîñòðàíñòâî âñåõ ôóíêöèé F : G −→ HomC(V,W ) ,
óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ F (kgh) = kF (g)h äëÿ ëþáûõ k ∈ K, g ∈ G, h ∈ H .

Îïðåäåëèì äëÿ êàæäîãî F ∈ LVW (G) ñëåäóþùåå ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå èç IndGH V â IndGKW :

F̂ f(g) =
1

|H|
∑
g1∈G

F (g1)f(g−11 g),

ãäå f : G −→ V � ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò IndGH V . ßñíî, ÷òî F̂ f ∈ Hom(IndGH V, IndGKW ) .

Òåîðåìà 12. Îòîáðàæåíèå F 7→ F̂ çàäàåò èçîìîðôèçì ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ LVW (G) ∼−→
Hom(IndGH V, IndGKW ) .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ êàæäîãî F : IndGH V −→ IndGKW ïîëîæèì

F̌(g)v = F(fv)(g),

ãäå v ∈ V , à fv ∈ IndGH V îïðåäåëåíî óñëîâèåì

fv(g) =

{
gv, åñëè g ∈ H;
0, åñëè g /∈ H.

Ïðîâåðüòå ñàìè, ÷òî F̌ ∈ LVW (G) è ÷òî îòîáðàæåíèÿ F 7→ F̂ è F 7→ F̌ ÿâëÿþòñÿ âçàèìíî îáðàò-
íûìè.
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Ïðåäñòàâëåíèÿ ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïû

Ïóñòü G = Sn � ãðóïïà ïåðåñòàíîâîê. Íàïîìíþ, ÷òî ðàçáèåíèåì ÷èñëà n íàçûâàåòñÿ íåóáûâàþùàÿ
êîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü λ = (λ1, . . . , λk) íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, äëÿ êîòîðîé λ1 + · · · + λk = n .
Äëÿ êàæäîãî ðàçáèåíèÿ λ ÷èñëà n ðàññìîòðèì ñîîòâåòñòâóþùóþ äèàãðàììó Þíãà, ïî îïðåäåëåíèþ
ñîñòîÿùóþ èç n êâàäðàòîâ, ðàçìåùåííûõ â k ñòðîê äëèí λ1, . . . , λk ; ñòðîêè íóìåðóþòñÿ ñâåðõó âíèç
è âûðîâíåíû ïî ëåâîìó êðàþ. Òàê, ðàçáèåíèþ (6, 5, 2, 2, 1) ÷èñëà 16 îòâå÷àåò äèàãðàììà

.

Äèàãðàììó Þíãà ìû áóäåì îáîçíà÷àòü òîé æå áóêâîé, ÷òî è ñîîòâåòñòâóþùåå ðàçáèåíèå.
Òàáëèöåé Þíãà ôîðìû λ íàçûâàåòñÿ äèàãðàììà Þíãà λ , âñå êëåòî÷êè êîòîðîé çàïîëíåíû ÷èñ-

ëàìè îò 1 äî n . Äëÿ êàæäîé äèàãðàììû Þíãà λ âûáåðåì òàáëèöó Þíãà Tλ ôîðìû λ . Ïóñòü
Rλ ⊆ G � ïîäãðóïïà, ñîñòîÿùàÿ èç âñåõ òàêèõ ïåðåñòàíîâîê σ , ÷òî äëÿ ëþáîãî i = 1, . . . , n ÷èñëî
σ(i) ñòîèò â òîé æå ñòðîêå äèàãðàììû Tλ , ÷òî è i . Àíàëîãè÷íî, îáîçíà÷èì ÷åðåç Cλ ïîäãðóïïó
ãðóïïû G , ñîñòîÿùóþ èç âñåõ òàêèõ ïåðåñòàíîâîê σ , ÷òî äëÿ ëþáîãî i = 1, . . . , n ÷èñëî σ(i) ñòîèò
â òîì æå ñòîëáöå äèàãðàììû Tλ , ÷òî è i . Ðàññìîòðèì òðèâèàëüíûé îäíîìåðíûé CRλ -ìîäóëü C1

è ïîëîæèì Uλ = IndGRλ C1 . Ðàññìîòðèì òàêæå îäíîìåðíûé CCλ -ìîäóëü Cε , â êîòîðîì êàæäàÿ

ïåðåñòàíîâêà èç Cλ äåéñòâóåò óìíîæåíèåì íà ñâîé çíàê, è ïîëîæèì Wλ = IndGCλ Cε .
Íàçîâåì òàáëîèäîì ôîðìû λ êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè òàáëèö ôîðìû λ îòíîñèòåëüíî ïåðåñòàíî-

âîê ÷èñåë â ñòðîêàõ òàáëèöû (äðóãèìè ñëîâàìè, òàáëîèä � ýòî ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà {1, . . . , n} íà k
ïîäìíîæåñòâ èç λ1, λ2, . . . , λk ýëåìåíòîâ). Òàáëîèä, ñîîòâåòñòâóþùèé òàáëèöå T , îáîçíà÷èì ÷åðåç
T . Ìíîæåñòâî òàáëîèäîâ ôîðìû λ ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíûì ïðîñòðàíñòâîì íàä ãðóïïîé G . Îáîçíà-
÷èì åãî ÷åðåç Xλ . ßñíî, ÷òî ïîäãðóïïà Rλ � ñòàáèëèçàòîð òî÷êè Tλ ∈ Xλ . Ïîýòîìó Uλ ' CXλ

êàê CG -ìîäóëü. Òàêèì îáðàçîì, ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà ìîäóëü Uλ íå çàâèñèò îò âûáîðà
òàáëèöû Tλ . Äàëåå ìû áóäåì îòîæäåñòâëÿòü ìîäóëü Uλ ñ ìîäóëåì CXλ .

Óïðàæíåíèå 8. Äîêàçàòü, ÷òî ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà Wλ íå çàâèñèò îò âûáîðà òàáëèöû
Tλ .

Ïóñòü λ è µ � äâå äèàãðàììû. Íàéäåì íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ äëÿ òîãî, ÷òîáû HomCG(Uλ,Wµ) 6=
0 (íà ñàìîì äåëå ýòè óñëîâèÿ îêàæóòñÿ è äîñòàòî÷íûìè).

Ïî òåîðåìå 12 ïðîñòðàíñòâî HomCG(Uλ,Wµ) èçîìîðôíî ïðîñòðàíñòâó âñåõ ôóíêöèé F : G −→ C ,
äëÿ êîòîðûõ âåðíî òîæäåñòâî

F (ρστ) = ε(ρ)F (σ) (1)

ïðè ρ ∈ Cµ, σ ∈ G, τ ∈ Rλ . Èç óñëîâèÿ (1) ñëåäóåò, ÷òî F ïîñòîÿííà íà ëåâûõ ñìåæíûõ êëàññàõ ïî
ïîäãðóïïå Rλ , òî åñòü F ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ôóíêöèþ íà G/Rλ = Xλ , óäîâëåòâîðÿþùóþ
óñëîâèþ F (ρT ) = ε(ρ)T äëÿ ëþáûõ T ∈ Xλ, ρ ∈ Cµ . Íî òàêàÿ ôóíêöèÿ ðàâíà íóëþ äëÿ ëþáîãî
òàáëîèäà T , ó êîòîðîãî â îäíîé ñòðîêå åñòü äâà ýëåìåíòà îäíîãî ñòîëáöà òàáëèöû Tµ .

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî F íå ðàâíà òîæäåñòâåííî íóëþ, òî åñòü íàéäåòñÿ òàáëîèä T ôîðìû λ , ó
êîòîðîãî â êàæäóþ ñòðîêó ïîïàäàåò íå áîëåå ÷åì ïî îäíîìó ýëåìåíòó èç êàæäîãî ñòîëáöà òàáëèöû
Tµ .

Òîãäà, î÷åâèäíî, âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

λ1 6 µ1,

λ1 + λ2 6 µ1 + µ2,

. . . . . . . . .

Â ñîâîêóïíîñòè ýòè óñëîâèÿ îáîçíà÷àþòñÿ òàê: λ 6 µ . Ëåãêî âèäåòü, ÷òî îòíîøåíèå 6 çàäàåò
íà ìíîæåñòâå n -êëåòî÷íûõ äèàãðàìì Þíãà (èëè ðàçáèåíèé ÷èñëà n) ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê. ßñíî,
÷òî ýòîò ïîðÿäîê ñëàáåå ëåêñèêîãðàôè÷åñêîãî, òî åñòü åñëè λ 6 µ , òî λ 6

lex
µ . Â ÷àñòíîñòè, åñëè

λ >
lex
µ , òî HomCG(Uλ,Wµ) = 0 .

Óïðàæíåíèå 9. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè λ 6 µ , òî HomCG(Uλ,Wµ) 6= 0 .

Òåîðåìà 13. dim HomCG(Uλ,Wλ) = 1 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê ìû óæå óáåäèëèñü, ïðîñòðàíñòâî HomCG(Uλ,Wλ) èçîìîðôíî ïðîñòðàíñòâó
òàêèõ ôóíêöèé F íà Xλ , ÷òî F (ρT ) = ε(ρ)T äëÿ ëþáûõ T ∈ Xλ, ρ ∈ Cλ . Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ,
÷òî åñëè T � òàêîé òàáëîèä èç Xλ , ÷òî â ëþáîé åãî ñòðîêå íå áîëåå ÷åì ïî îäíîìó ýëåìåíòó èç
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êàæäîãî ñòîëáöà òàáëèöû Tλ , òî â êàæäîé åãî ñòðîêå ðîâíî ïî îäíîìó ýëåìåíòó èç êàæäîãî ñòîëáöà
òàáëèöû Tλ , òî åñòü T ∈ CλTλ . Ïóñòü F0 � ôóíêöèÿ íà Xλ , çàäàííàÿ ôîðìóëîé

F (T ) =

{
ε(ρ), åñëè T = ρTλ äëÿ íåêîòîðîãî ρ ∈ Cλ;
0, åñëè T ∈ Xλ \ CλTλ.

ßñíî, ÷òî ôóíêöèÿ F0 îïðåäåëåíà êîððåêòíî è ëþáàÿ ôóíêöèÿ F , óäîâëåòâîðÿþùàÿ íàøèì óñëî-
âèÿì, ïðîïîðöèîíàëüíà F0 .

Ñëåäñòâèå 11. Ó CG-ìîäóëåé Uλ è Wλ ñóùåñòâóþò îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíûå èçîìîðôíûå ïðî-
ñòûå ïîäìîäóëè Vλ ⊆ Uλ è Ṽλ ⊆Wλ . Êðîìå òîãî Vλ 6' Vµ ïðè λ 6= µ .

Äîêàçàòåëüñòâî. Òî, ÷òî èçîìîðôíûå ïðîñòûå ïîäìîäóëè Vλ è Ṽλ ñóùåñòâóþò è îïðåäåëåíû
îäíîçíà÷íî, ñëåäóåò èç îäíîìåðíîñòè HomCG(Uλ,Wλ) . Åñëè Vλ ' Vµ , òî HomCG(Uλ,Wµ) 6= 0 è
HomCG(Uµ,Wλ) 6= 0 . Íî òîãäà λ 6 µ è µ 6 λ , ñëåäîâàòåëüíî, λ = µ .

Ñëåäñòâèå 12. Ëþáîé ïðîñòîé CG-ìîäóëü èçîìîðôåí îäíîìó èç Vλ .

Äîêàçàòåëüñòâî. Âñå Vλ ïîïàðíî íåèçîìîðôíû è ÷èñëî èõ ðàâíî ÷èñëó ðàçáèåíèé ÷èñëà n . Ïî-
ñêîëüêó êëàññîâ ñîïðÿæåííîñòè â ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïå ñòîëüêî æå (êëàññ ñîïðÿæåííîñòè îïðåäå-
ëÿåòñÿ íàáîðîì äëèí öèêëîâ, òî åñòü ðàçáèåíèåì ÷èñëà n), òî íèêàêèõ äðóãèõ ïðîñòûõ CG-ìîäóëåé
íå áûâàåò.

Ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ÿâíûì âèäîì ãîìîìîðôèçìîâ ìåæäó Uλ è Wλ , ÷òîáû ïîëó÷èòü ëèíåé-
íûå îáðàçóþùèå ïðîñòðàíñòâ Vλ è Ṽλ . Íàïðèìåð, ÿñíî, ÷òî Vλ � îáðàç ëþáîãî íåíóëåâîãî ãîìî-
ìîðôèçìà Wλ −→ Uλ . Êàæäûé òàêîé ãîìîìîðôèçì îòâå÷àåò, êàê ìû çíàåì èç òåîðåìû 12, ôóíêöèè
F : G −→ C , óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ F (ρστ) = F (σ)ε(τ) äëÿ ëþáûõ ρ ∈ Rλ, σ ∈ G, τ ∈ Cλ . Âîçü-
ìåì â êà÷åñòâå òàêîé ôóíêöèè F (σ) = F0(σ−1Rλ , ãäå ôóíêöèÿ F0 îïðåäåëåíà â äîêàçàòåëüñòâå
òåîðåìû 13. Ïðèìåíÿÿ ãîìîìîðôèçì F̂ ê ýëåìåíòàì Wλ , ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò:

Óòâåðæäåíèå 6. Äëÿ êàæäîé òàáëèöû T ôîðìû λ ðàññìîòðèì ýëåìåíò

P (T ) =
∑

σ∈C(T )

ε(σ)σT ∈ CXλ = Uλ,

ãäå C(T ) � ïîäãðóïïà âñåõ ïåðåñòàíîâîê, ñîõðàíÿþùèõ ñòîëáöû òàáëèöû T . Ýëåìåíòû P (T )
ëèíåéíî ïîðîæäàþò ïîäïðîñòðàíñòâî Vλ ⊆ Uλ .

Çàìå÷àíèå. ßñíî, ÷òî äîñòàòî÷íî ðàññìàòðèâàòü P (T ) äëÿ òàêèõ òàáëèö T , ó êîòîðûõ ýëåìåíòû
êàæäîãî ñòîëáöà âîçðàñòàþò ñâåðõó âíèç. Îêàçûâàåòñÿ, îäíàêî, ÷òî ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ P (T ) äëÿ
òàêèõ òàáëèö T , ó êîòðûõ åù¼ è ýëåìåíòû êàæäîé ñòðîêè âîçðàñòàþò ñëåâà íàïðàâî. Òàêèå òàáëèöû
íàçûâàþòñÿ ñòàíäàðòíûìè. Ýëåìåíòû P (T ) , äëÿ êîòîðûõ T � ñòàíäàðòíàÿ òàáëèöà, ñîñòàâëÿþò
áàçèñ ïðîñòðàíñòâà Vλ . Ïîïðîáóéòå äîêàçàòü ýòî ñàìè.

Ïðèâåäåì åù¼ îäíó ÿâíóþ êîíñòðóêöèþ CG-ìîäóëÿ Vλ . Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå ýëåìåíòû ãðóï-
ïîâîé àëãåáðû CG :

aλ =
∑
σ∈Rλ

σ; bλ =
∑
σ∈Cλ

ε(σ)σ; cλ = bλ · aλ; c̃λ = aλ · bλ.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî èìåþò ìåñòî èçîìîðôèçìû CG-ìîäóëåé: CGaλ ' Uλ è CGbλ 'Wλ . Êðîìå òîãî,
ãîìîìîðôèçì Uλ −→Wλ , îòâå÷àþùèé ôóíêöèè F0(g) èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 13, ñîîòâåòñòâóåò
ãîìîìðôèçìó CGaλ −→ CGbλ , ïåðåâîäÿùåìó xaλ â xaλbλ . Àíàëîãè÷íî, åäèíñòâåííûé (ñ òî÷íîñòüþ
äî ïðîïîðöèîíàëüíîñòè) íåíóëåâîé ãîìîìîðôèçì CGbλ −→ CGaλ (îòâå÷àþùèé ôóíêöèè F0(g−1))
èìååò âèä ybλ 7→ ybλaλ . Ïîýòîìó ïîäìîäóëè Ṽλ ⊆ Wλ è Vλ ⊆ Uλ ñîîòâåòñòâóþò îáðàçàì ýòèõ
ãîìîìîðôèçìîâ, òî åñòü ëåâûì èäåàëàì CGc̃λ è CGcλ .

Ýëåìåíò cλ íàçûâàåòñÿ ñèììåòðèçàòîðîì Þíãà. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî c2λ = mλcλ , ãäå mλ �
íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà, çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò äèàãðàììû λ .

Óïðàæíåíèå 10. Ïóñòü V � ïðîèçâîëüíûé CG-ìîäóëü. Äîêàçàòü, ÷òî êðàòíîñòü âõîæäåíèÿ â V
ïðîñòîãî ìîäóëÿ Vλ ðàâíà dim(cλV ) .

10



Äâîéñòâåííîñòü Øóðà�Âåéëÿ

Ðàññìîòðèì ïðåäñòàâëåíèå τ ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïû Sn â ïðîñòðàíñòâå M = U⊗n , ãäå U = Ck
(ýëåìåíò σ ∈ Sn äåéñòâóåò íà ðàçëîæèìûå òåíçîðû ïî ôîðìóëå τ(σ)(u1 ⊗ · · · ⊗ un) = uσ(1) ⊗ · · · ⊗
uσ(n) ). Â òîì æå ïðîñòðàíñòâå çàäàíî ïðåäñòàâëåíèå ρ ãðóïïû îáðàòèìûõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ
GL(U) = GLk(C) , ÿâëÿþùååñÿ n -é òåíçîðíîé ñòåïåíüþ òîæäåñòâåííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ (ýëåìåíò
g ∈ GLk(C) äåéñòâóåò íà ðàçëîæèìûå òåíçîðû ïî ôîðìóëå ρ(g)(u1⊗· · ·⊗un) = (gu1)⊗· · ·⊗ (gun)).
ßñíî, ÷òî äåéñòâèÿ ýòèõ äâóõ ãðóïï ïåðåñòàíîâî÷íû, òî åñòü ρ(g) ∈ End(τ) äëÿ ëþáîãî g ∈ GLk(C) ,
è τ(σ) ∈ End(ρ) äëÿ ëþáîãî σ ∈ Sn .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç A ëèíåéíóþ îáîëî÷êó îïåðàòîðîâ âèäà τ(σ) äëÿ âñåõ σ ∈ Sn , à ÷åðåç B �
ëèíåéíóþ îáîëî÷êó îïåðàòîðîâ âèäà ρ(g) äëÿ âñåõ g ∈ GLk(C) . ßñíî, ÷òî A è B � ïîäàëãåáðû
àëãåáðû EndC(M) .

Òåîðåìà 14. M ÿâëÿåòñÿ ïîëóïðîñòûì A-ìîäóëåì è ïîëóïðîñòûì B -ìîäóëåì, ïðè÷¼ì
EndA(M) = B è EndB(M) = A .

Äîêàçàòåëüñòâî. Òî, ÷òî M ïîëóïðîñò êàê A-ìîäóëü, ñëåäóåò èç òåîðåìû Ìàøêå. Äîêàæåì, ÷òî
EndA(M) = B .

Ïðîñòðàíñòâî EndC(M) åñòåñòâåííî èçîìîðôíî n -é òåíçîðíîé ñòåïåíè ïðîñòðàíñòâà W =
EndC(U) , ïðè ýòîì ïîäàëãåáðà EndA(M) ⊆ EndC(M) ñîîòâåòñòâóåò ïîäïðîñòàíñòâó TSn(W ) ñèì-
ìåòðè÷åñêèõ òåíçîðîâ (ïîñêîëüêó óñëîâèå ïåðåñòàíîâî÷íîñòè ñ îïåðàòîðîì τ(σ) ñîîòâåòñòâóåò èí-
âàðèàíòíîñòè îòíîñèòåëüíî ïåðåñòàíîâêè σ ñîìíîæèòåëåé â òåíçîðíîì ïðîèçâåäåíèè W ⊗· · ·⊗W ),
à ïîäïðîñòðàíñòâî B ⊆ EndC(M) ñîîòâåòñòâóåò ïîäïðîñòðàíñòâó L ⊆W ⊗ · · · ⊗W , íàòÿíóòîìó íà
ðàçëîæèìûå òåíçîðû âèäà g ⊗ · · · ⊗ g , ãäå g ∈ GLk(C) ⊆ EndC(U) . Äîêàæåì, ÷òî L = TSn(W ) .

Ìû çíàåì, ÷òî TSn(W )∗ ' Sn(W ∗) , à ñèììåòðè÷åñêàÿ ñòåïåíü Sn(W ∗) åñòåñòâåííî èçîìîðôíà
ïðîñòðàíñòâó îäíîðîäíûõ ïîëèíîìèàëüíûõ ôóíêöèé ñòåïåíè n íà ïðîñòðàíñòâå W . Çàìåòèì, ÷òî
åñëè ìíîãî÷ëåí íà W îáðàùàåòñÿ â íóëü íà ëþáîé íåâûðîæäåííîé ìàòðèöå, òî îí òîæäåñòâåííî
ðàâåí íóëþ. (Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü f � òàêîé ìíîãî÷ëåí. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ìàòðèöó C ∈
W . Òîãäà f(E+tC) �ìíîãî÷ëåí îò t , ðàâíûé íóëþ ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ t , à çíà÷èò, òîæäåñòâåííî
ðàâíûé íóëþ.) Ïîýòîìó àííóëÿòîð ïðîñòðàíñòâà L ðàâåí íóëþ è L = TSn(W ) . Ñëåäîâàòåëüíî,
EndA(M) = B .

Ïî òåîðåìå î äâîéíîì öåíòðàëèçàòîðå EndB(M) = A . Ïîëóïðîñòîòà M êàê B -ìîäóëÿ òîæå
ñëåäóåò èç ðàâåíñòâà EndA(M) = B è èç ïîëóïðîñòîòû M êàê A-ìîäóëÿ. Äåéñòâèòåëüíî, àëãåáðà
ýíäîìîðôèçìîâ ïîëóïðîñòîãî ìîäóëÿ íàä ïîëåì C èçîìîðôíà ïðÿìîé ñóììå ìàòðè÷íûõ àëãåáð.

Ñëåäñòâèå 13. Ïðåäñòàâëåíèå ρ ãðóïïû GLk(C) âïîëíå ïðèâîäèìî.

Ñëåäñòâèå 14. Ïóñòü ρi � âñå íåèçîìîðôíûå íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû GLk(C) , âõî-
äÿùèå â ïðåäñòàâëåíèå ρ â êà÷åñòâå ïðÿìîãî ñëàãàåìîãî. Íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû
Sn , âõîäÿùèå â ïðåäñòàâëåíèå τ â êà÷åñòâå ïðÿìîãî ñëàãàåìîãî, íàõîäÿòñÿ âî âçàèìíî îäíàçíà÷-
íîì ñîîòâåòñòâèè ñ ρi . Ïðè ýòîì ðàçìåðíîñòü ïðåäñòàâëåíèÿ ρi ðàâíà êðàòíîñòè âõîæäåíèÿ
â τ ñîîòâåòñòâóþùåãî íåïðèâîäèìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ τi ãðóïïû Sn è íàîáîðîò.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü U1, . . . , Ur � ïðîñòûå B -ìîäóëè, îòâå÷àþùèå íåïðèâîäèìûì ïðåäñòàâëå-
íèÿì ρ1, . . . , ρr . Ðàçëîæèì M â ñóììó èçîòèïè÷åñêèõ B -ïîäìîäóëåé:

M ' U1 ⊕ . . . U1︸ ︷︷ ︸
n1

⊕ · · · ⊕ Ur ⊕ · · · ⊕ Ur︸ ︷︷ ︸
nr

' U1 ⊗ V1 ⊕ · · · ⊕ Ur ⊗ Vr, (2)

ãäå Vi = Cni . Ïðè ýòîì A = EndB(M) ' Mn1
(C) ⊕Mnr (C) , òî åñòü Vi ÿâëÿþòñÿ ïðîñòûìè A -

ìîäóëÿìè. Ìû ïîëàãàåì τi ðàâíûì ïðåäñòàâëåíèþ ãðóïïû Sn â Vi . ßñíî, ÷òî ýòè ïðåäñòàâëåíèÿ
ïîïàðíî íåèçîìîðôíû. Óòâåðæäåíèå î êðàòíîñòÿõ è ðàçìåðíîñòÿõ î÷åâèäíî èç ðàçëîæåíèÿ (2).

Âîñïîëüçóåìñÿ òåïåðü íàøèìè çíàíèÿìè î ïðåäñòàâëåíèÿõ ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïû äëÿ òîãî,
÷òîáû ÿâíî ïîñòðîèòü ïðåäñòàâëåíèÿ ïîëíîé ëèíåéíîé ãðóïïû. Íàïîìíþ, ÷òî äëÿ êàæäîé äèàãðàì-
ìû Þíãà λ ìû âûáðàëè òàáëèöó Þíãà Tλ ôîðìû λ , èñõîäÿ èç êîòîðîé ïîñòðîèëè ñèììåòðèçàòîð
Þíãà cλ = aλbλ , ãäå

aλ =
∑
σ∈Rλ

σ, bλ =
∑
σ∈Cλ

ε(σ)σ,

Rλ ⊆ Sn � ïîäãðóïïà, ñîõðàíÿþùàÿ ñòðîêè òàáëèöû Tλ , à Cλ � ïîäãðóïïà, ñîõðàíÿþùàÿ ñòîëáöû
òàáëèöû Tλ . Îò âûáîðà òàáëèöû Tλ â äåéñòâèòåëüíîñòè íè÷åãî íå çàâèñèò, ïîýòîìó ìû ïðåäïî-
ëîæèì, ÷òî â ïåðâîé å¼ ñòðîêå íàïèñàíû ïî ïîðÿäêó ÷èñëà îò 1 äî λ1 , âî âòîðîé � îò λ1 + 1 äî
λ1 + λ2 , è òàê äàëåå.
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Ïîñêîëüêó ïðàâîå óìíîæåíèå íà bλ ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì, ñ òî÷íîñòüþ äî ïðîïîðöèîíàëü-
íîñòè, ãîìîìîðôèçìîì CSn -ìîäóëåé CSnaλ −→ CSnbλ , òî ïðàâîå óìíîæåíèå íà bλaλbλ çàäàåò
ãîìîìîðôèçì CSnaλ −→ CSnbλ , ïðîïîðöèîíàëüíûé åìó. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî êîýôôèöèåíò ïðîïîð-
öèîíàëüíîñòè � íåíóëåâîå öåëîå ÷èñëî (ïîñêîëüêó ïðàâîå óìíîæåíèå íà aλ çàäàåò èçîìîðôèçì
ïðîñòîãî ïîäìîäóëÿ Vλ = CSnaλbλ ⊆ CSnbλ íà ïðîñòîé ïîäìîäóëü Ṽλ = CSnbλaλ ⊆ CSnaλ , à ïðà-
âîå óìíîæåíèå íà bλ çàäàåò èçîìîðôèçì Ṽλ íà Vλ ). Îáîçíà÷èì ýòî ÷èñëî ÷åðåç m(λ) . Ìû èìååì
xaλbλaλbλ = m(λ)xaλbλ äëÿ ëþáîãî x ∈ CSn . Â ÷àñòíîñòè, ïðè x = e ìû ïîëó÷àåì c2λ = m(λ)cλ .

Ïóñòü µ � ïðîèçâîëüíàÿ äèàãðàììà Þíãà. Îáîçíà÷èì ñîîòâåòñòâóþùèå íåïðèâîäèìîå ïðåä-
ñòàâëåíèå ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïû (è å¼ ãðóïïîâîé àëãåáðû) â ïðîñòðàíñòâå Vµ ÷åðåç τµ . Ïðîñòðàí-
ñòâî EndC(Vµ) ÿâëÿåòñÿ ëåâûì CSn -ìîäóëåì (x ∈ CSn äåéñòâóåò ëåâûì óìíîæåíèåì íà τµ(x)).
Êàê CSn -ìîäóëü EndC(Vµ) èçîìîðôåí nµVµ , ãäå nµ = dimVµ . Îòîáðàæåíèå τµ : CSn −→ EndC(Vµ)
ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì ëåâûõ CSn -ìîäóëåé. Ïîýòîìó τµ(CSncλ) = 0 ïðè λ 6= µ (òàê êàê ïðîñòîé
ìîäóëü Vλ = CSncλ 6' Vµ ). Â ÷àñòíîñòè, τµ(cλ) = 0 ïðè λ 6= µ . Â òî æå âðåìÿ, î÷åâèäíî, τλ(cλ) 6= 0
(òàê êàê c2λ = m(λ)cλ 6= 0). Èç òîãî, ÷òî CSncλ ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì ìîäóëåì, ñëåäóåò, ÷òî ðàíã îïå-
ðàòîðà τλ(cλ) ðàâåí 1. Äåéñòâèòåëüíî, dim τλ(CSncλ) = dim τλ(CSn)τλ(cλ) = dim EndC(Vλ)τλ(cλ) =
rk τλ(cλ) dimVλ . Âûáåðåì cλ â êà÷åñòâå ïåðâîãî áàçèñíîãî âåêòîðà ïðîñòðàíñòâà Vλ è äîïîëíèì åãî
áàçèñîì ïðîñòðàíñòâà Ker τλ(cλ) 63 cλ äî áàçèñà ïðîñòðàíñòâà Vλ . Â ýòîì áàçèñå îïåðàòîð τλ(cλ)
ñóòü ïðîåêòîð íà ïåðâûé áàçèñíûé âåêòîð, óìíîæåííûé íà m(λ) .

Âåðíåìñÿ òåïåðü ê ðàçëîæåíèþ (2). Ïîñêîëüêó A = τ(CSn) , òî ìû ìîæåì ðàññìàòðèâàòü âõîäÿ-
ùèå â íåãî ïðîñòûå A -ìîäóëè Vi êàê CSn -ìîäóëè. Ïðèìåíÿÿ ê ðàçëîæåíèþ (2) τ(cλ) , ìû ïîëó÷àåì

τ(cλ)M ' Uλ ⊗ cλ ⊆ Uλ ⊗ Vλ,

ãäå Uλ � òîò èç ïðîñòûõ B -ìîäóëåé Ui , âõîäÿùèõ â ðàçëîæåíèå (2), äëÿ êîòîðîãî Vi ' Vλ (åñëè
òàêîâîé íàéäåòñÿ; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå τ(cλ)M = 0 è Uλ = 0). Ïîñêîëüêó êàæäûé èç Vi èçîìîðôåí
íåêîòîðîìó Vλ , òî êàæäûé ïðîñòîé B -ìîäóëü, âõîäÿùèé â M , ðåàëèçóåòñÿ êàê τ(cλ)M äëÿ íåêî-
òîðîé äèàãðàììû λ . Îáîçíà÷èì ÷åðåç ρλ ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû GLk(C) â ïðîñòðàíñòâå Uλ . Ìû
âèäèì, ÷òî íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû GLk(C) , âõîäÿùèå â ðàçëîæåíèå ïðåäñòàâëåíèÿ
ρ , � ýòî òå ρλ , äëÿ êîòîðûõ τ(cλ)M 6= 0 .

Ïóñòü (e1, . . . , ek) � ñòàíäàðòíûé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà U . Òåíçîðû âèäà ei1⊗· · ·⊗ein ñîñòàâëÿþò
áàçèñ ïðîñòðàíñòâà M . Ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå êàæäîìó òàêîìó áàçèñíîìó òåíçîðó òàáëèöó ôîð-
ìû λ : â ïåðâóþ ñòðîêó íàïèøåì i1, i2, . . . , iλ1

, âî âòîðóþ � iλ1+1, . . . , iλ2
, è òàê äàëåå. Îòìåòèì,

÷òî òåïåðü ìû ðàññìàòðèâàåì òàáëèöû, çàïîëíåííûå ÷èñëàìè îò 1 äî k ñ ïîâòîðåíèÿìè, à íå ÷èñ-
ëàìè îò 1 äî n áåç ïîâòîðåíèé, êàê ïðè èçó÷åíèè ïðåäñòàâëåíèé ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïû. Òàêèì
îáðàçîì, ìû óñòàíîâèëè èçîìîðôèçì ïðîñòðàíñòâà M ñ ïðîñòðàíñòâîì, áàçèñ êîòîðîãî ñîñòîèò èç
âñåõ òàáëèö ôîðìû λ .

Ïðèìåíåíèå ñèììåòðèçàòîðà Þíãà cλ ê áàçèñíîìó òåíçîðó â òåðìèíàõ òàáëèö âûãëÿäèò òàê:
ñíà÷àëà ìû àíòèñèììåòðèçóåì òàáëèöó ïî ñòîëáöàì, à ïîòîì ñèììåòðèçóåì ïî ñòðîêàì. ßñíî, ÷òî
åñëè â èñõîäíîé òàáëèöå â êàêîì-íèáóäü ñòîëáöå áûëè ïîâòîðÿþùèåñÿ ÷èñëà, òî óæå ðåçóëüòàò
àíòèñèììåòðèçàöèè ðàâåí íóëþ. Â ÷àñòíîñòè, åñëè â äèàãðàììå Þíãà áîëåå k ñòðîê, òî îáðàç
ïðèìåíåíèÿ τ(cλ)M = 0 , òî åñòü ρλ = 0 . Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè ÷èñëî ñòðîê â äèàãðàììå λ
íå ïðåâîñõîäèò k , òî ïðèìåíåíèå ñèììåòðèçàòîðà Þíãà cλ ê òàáëèöå, ó êîòîðîé â ïåðâîé ñòðî÷êå
ñòîÿò åäèíèöû, âî âòîðîé � äâîéêè, è òàê äàëåå, äàåò íåíóëåâîé ðåçóëüòàò (äåéñòâèòåëüíî, èñõîäíàÿ
òàáëèöà âõîäèò òóäà ñ êîýôôèöèåíòîì λ1!λ2! . . . λr!). Îòñþäà ñëåäóåò

Òåîðåìà 15. Â ðàçëîæåíèå ïðåäñòàâëåíèÿ τ ãðóïïû Sn â ïðîñòðàíñòâå M = (Ck)⊗n âõîäÿò
ñ íåíóëåâîé êðàòíîñòüþ òå è òîëüêî òå ïðåäñòàâëåíèÿ τλ , ó êîòîðûõ äèàãðàììà λ èìååò íå
áîëåå k ñòðîê. Ñîîòâåòñòâåííî, íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ ρλ ãðóïïû GLk(C) , âõîäÿùèå â
ðàçëîæåíèå ïðåäñòàâëåíèÿ ρ â ïðîñòðàíñòâå M , íóìåðóþòñÿ n-êëåòî÷íûìè äèàãðàììàìè Þíãà
íå áîëåå ÷åì èç k ñòðîê.

Ïðè áîëåå âíèìàòåëüíîì ðàññìîòðåíèè äåéñòâèÿ ñèììåòðèçàòîðà Þíãà íà òàáëèöû ïîëó÷àåòñÿ
ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò (ÿ ïðèâåäó åãî áåç äîêàçàòåëüñòâà):

Òåîðåìà 16. Íàçîâåì òàáëèöó ïîëóñòàíäàðòíîé, åñëè â êàæäîì ñòîëáöå ó íå¼ ÷èñëà âîçðàñòà-
þò, à â êàæäîé ñòðîêå � íå óáûâàþò. Åñëè ïðèìåíèòü cλ êî âñåâîçìîæíûì ïîëóñòàíäàðòíûì
òàáëèöàì, òî ïîëó÷èòñÿ áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå íåïðèâîäèìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ρλ ãðóïïû GLk(C) .

Ðàññìîòðèì òåïåðü âîïðîñ î òîì, êàêèå ïðåäñòàâëåíèÿ ïîëíîé ëèíåéíîé ãðóïïû ìîæíî ðàçëî-
æèòü â ñóììó íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé âèäà ρλ .

Îïðåäåëåíèå 13. Êîíå÷íîìåðíîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû GLk(C) íàçûâàåòñÿ ïîëèíîìèàëüíûì,
åñëè âñå åãî ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû ÿâëÿþòñÿ ìíîãî÷ëåíàìè îò êîýôôèöèåíòîâ ìàòðèöû g ∈ GLk(C) .
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Êîíå÷íîìåðíîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû GLk(C) íàçûâàåòñÿ ðàöèîíàëüíûì, åñëè âñå åãî ìàòðè÷íûå
ýëåìåíòû ÿâëÿþòñÿ ìíîãî÷ëåíàìè îò êîýôôèöèåíòîâ ìàòðèöû g ∈ GLk(C) è (det g)−1 .

Ñ ïîìîùüþ òåíçîðíîãî óìíîæåíèÿ íà ïîäõîäÿùóþ ñòåïåíü îäíîìåðíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ det ëþ-
áîå ðàöèîíàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ñâîäèòñÿ ê ïîëèíîìèàëüíîìó. Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî èçó÷àòü ïîëè-
íîìèàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ.

Òåîðåìà 17. Ëþáîå ïîëèíîìèàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû GLk(C) ÿâëÿåòñÿ âïîëíå ïðèâîäè-
ìûì (òåì ñàìûì, òî æå âåðíî äëÿ ëþáîãî ðàöèîíàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ýòîé ãðóïïû). Ëþáîå
íåïðèâîäèìîå ïîëèíîìèàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû GLk(C) èçîìîðôíî ïðåäñòàâëåíèþ âèäà ρλ
äëÿ íåêîòîðîé äèàãðàììû Þíãà íå áîëåå ÷åì èç k ñòðîê (÷èñëî êëåòîê � ëþáîå).

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî ïðåäñòàâëåíèå ξ ÿâëÿåòñÿ âïîëíå ïðèâîäèìûì òîãäà è òîëüêî òî-
ãäà, êîãäà äâîéñòâåííîå ïðåäñòàâëåíèå ξ∗ ÿâëÿåòñÿ âïîëíå ïðèâîäèìûì. Ïðîñòðàíñòâî ëþáîãî
ïðåäñòàâëåíèÿ ðàçëàãàåòñÿ â ñóììó öèêëè÷åñêèõ ïîäïðîñòðàíñòâ (òî åñòü ïîðîæäåííûõ îðáèòîé
îäíîãî âåêòîðà). Êðîìå òîãî, ëþáîå ïîäïðåäñòàâëåíèå ïðåäñòàâëåíèÿ ξ∗ èçîìîðôíî äâîéñòâåííî-
ìó ê íåêîòîðîìó ôàêòîðïðåäñòàâëåíèþ ïðåäñòàâëåíèÿ ξ . Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî äîêàçàòü òåîðåìó â
ñëó÷àå, êîãäà ïðîñòðàíñòâî ïðåäñòàâëåíèÿ ξ∗ ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêèì.

Èòàê, ïóñòü V � ïðîñòðàíñòâî ïðåäñòàâëåíèÿ ξ , è ïóñòü v∗ ∈ V ∗ � öèêëè÷åñêèé âåêòîð.
Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå v 7→ fv ïðîñòðàíñòâà V â ïðîñòðàíñòâî ïîëèíîìèàëüíûõ ôóíêöèé íà
GLk(C) , çàäàííîå ôîðìóëîé fv(g) = (v∗, ξ(g)v) = (ξ∗(g−1)v∗, v) . ßñíî, ÷òî ýòî âëîæåíèå, ïðè÷åì
ñîãëàñîâàííîå ñ äåéñòâèåì ãðóïïû (íà ïîëèíîìèàëüíûõ ôóíêöèÿõ ìû ðàññìàòðèâàåì ïðàâîå ðåãó-
ëÿðíîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû: (g1f)(g) = f(gg1)). Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ïðàâîå ðåãó-
ëÿðíîå ïðåäñòàâëåíèå ïîëíîé ëèíåéíîé ãðóïïû íà ïîëèíîìèàëüíûõ ôóíêöèÿõ âïîëíå ïðèâîäèìî,
è ÷òî âñå åãî íåïðèâîäèìûå ïîäïðåäñòàâëåíèÿ èçîìîðôíû íåêîòîðûì ρλ . Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî
ïðîñòðàíñòâî ïîëèíîìèàëüíûõ ôóíêöèé íà ïîëíîé ëèíåéíîé ãðóïïå èçîìîðôíî ñèììåòðè÷åñêîé
àëãåáðå S((U ⊗U∗)∗) ' S(U ⊗U∗) ' S(Uk) , ïðè÷åì Sm(Uk) '

⊕
m1+···+mk=m

Sm1U ⊗· · ·⊗SmkU (ãäå,

íàïîìíþ, U = Ck ; âñå èçîìîðôèçìû ñîãëàñîâàíû ñ äåéñòâèåì ãðóïïû GLk(C)). Âñå ñëàãàåìûå
â ïîñëåäíåì ðàçëîæåíèè âêëàäûâàþòñÿ â ïðîñòðàíñòâî U⊗m , ïðåäñòàâëåíèå GLk(C) â êîòîðîì
âïîëíå ïðèâîäèìî è ðàñêëàäûâàåòñÿ â ñóììó íåïðèâîäèìûõ âèäà ρλ .

Êàê è äëÿ êîíå÷íûõ ãðóïï, ó ïðåäñòàâëåíèé ïîëíîé ëèíåéíîé ãðóïïû áûâàþò õàðàêòåðû. Îòìå-
òèì, ÷òî õàðàêòåð ïîëèíîìèàëüíîãî (èëè ðàöèîíàëüíîãî) ïðåäñòàâëåíèÿ ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ
ñâîèìè çíà÷åíèÿìè íà äèàãîíàëüíûõ ìàòðèöàõ. Äåéñòâèòåëüíî, âñÿêàÿ äèàãîíàëèçóåìàÿ ìàòðèöà
ñîïðÿæåíà äèàãîíàëüíîé. Ñëåäîâàòåëüíî, çíà÷åíèå õàðàêòåðà íà äèàãîíàëèçóåìîé ìàòðèöå îïðåäå-
ëÿåòñÿ íàáîðîì å¼ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë. Âìåñòå ñ òåì äèàãîíàëèçóåìûå ìàòðèöû ïëîòíû âî ìíîæåñòâå
âñåõ ìàòðèö. Ïîýòîìó õàðàêòåðîì ïîëèíîìèàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ξ îáû÷íî íàçûâàþò ìíîãî÷ëåí
χξ(x1, . . . , xk) = tr ξ(diag(x1, . . . , xk)) . ßñíî, ÷òî ýòîò ìíîãî÷ëåí � ñèììåòðè÷åñêèé.

Èñïîëüçóÿ êîíñòðóêöèþ ïðåäñòàâëåíèÿ ρλ ÷åðåç ñèììåòðèçàòîð Þíãà, ìîæíî âû÷èñëèòü åãî
õàðàêòåð χλ(x1, . . . , xk) (âïðî÷åì, ïóòü äî ýòîãî íåáëèçêèé). ß ïðèâåäó îòâåò áåç äîêàçàòåëüñòâà.

Èòàê, ïóñòü λ = (λ1, . . . , λr) � ðàçáèåíèå ÷èñëà n , ïðè÷åì r 6 k . Ïîëîæèì λi = 0 ïðè r < i 6 k .
Òîãäà èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà Âåéëÿ äëÿ õàðàêòåðà íåïðèâîäèìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ρλ :

χλ(x1, . . . , xk) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
xλ1+k−1
1 xλ1+k−1

2 . . . xλ1+k−1
k

xλ2+k−2
1 xλ2+k−2

2 . . . xλ2+k−2
k

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

xλk1 xλk2 . . . xλkk

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
xk−11 xk−12 . . . xk−1k

xk−21 xk−22 . . . xk−2k

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
1 1 . . . 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
.
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