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Ïðîñòûå ãðóïïû. Òåîðåìà Æîðäàíà�Ã¼ëüäåðà

Â ïðîøëîì ñåìåñòðå, êîãäà ìû èçó÷àëè ìîäóëè íàä êîëüöàìè, ìû èñïîëüçîâàëè äâå ïðîñòûå òåî-
ðåìû: îá èçîìîðôèçìå è î ñîîòâåòñòâèè. Ýòè òåîðåìû èìåþò ñâîè àíàëîãè äëÿ ãðóïï.

Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü G � ãðóïïà, K ⊂ G � ïîäãðóïïà è g ∈ G � ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò. Ãîâî-
ðÿò, ÷òî g íîðìàëèçóåò K , åñëè gK = Kg . Ìíîæåñòâî âñåõ ýëåìåíòîâ ãðóïïû G , íîðìàëèçóþùèõ
ïîäãðóïïó K , íàçûâàåòñÿ åå íîðìàëèçàòîðîì è îáîçíà÷àåòñÿ NG(K) .

Óïðàæíåíèå 1. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîé ïîäãðóïïû K ⊂ G åå íîðìàëèçàòîð NG(K) ÿâëÿåòñÿ
ïîäãðóïïîé â G , ñîäåðæàùåé K , ïðè÷åì K C NG(K) è ëþáàÿ ïîäãðóïïà H ⊆ G , äëÿ êîòîðîé
K C H , ñîäåðæèòñÿ â NG(K) .

Òåîðåìà 1 (îá èçîìîðôèçìå). Ïóñòü H,K � ïîäãðóïïû ãðóïïû G , ïðè÷åì H ⊆ NG(K) . Òîãäà
(H ∩ K) C H , HK = {hk | h ∈ H, k ∈ K} � ïîäãðóïïà ãðóïïû G , K C HK , ïðè÷åì îòîáðà-
æåíèå H/(H ∩ K) −→ HK/K , ïåðåâîäÿùåå êàæäûé ñìåæíûé êëàññ h(H ∩ K) â hK , ÿâëÿåòñÿ
èçîìîðôèçìîì ãðóïï.

Òåîðåìà 2 (î ñîîòâåòñòâèè). Ïóñòü G � ãðóïïà, K C G . Äëÿ ëþáîé ïîäãðóïïû H ⊆ G , ñîäåðæà-
ùåé K , îáîçíà÷èì ÷åðåç H åå îáðàç ïðè êàíîíè÷åñêîé ïðîåêöèè G −→ G/K . Òîãäà îòîáðàæåíèå
H 7→ H îñóùåñòâëÿåò âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ìíîæåñòâîì âñåõ ïîäãðóïï
ãðóïïû G , ñîäåðæàùèõ K , è ìíîæåñòâîì âñåõ ïîäãðóïï ãðóïïû G = G/K . Êðîìå òîãî, ïîä-
ãðóïïà H ⊆ G , ñîäåðæàùàÿ K , íîðìàëüíà â G òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà H C G , è â ýòîì
ñëó÷àå G/H ' G/H .

Óïðàæíåíèå 2. Äîêàæèòå ýòè òåîðåìû.

Îïðåäåëåíèå 2. Ãðóïïà G íàçûâàåòñÿ ïðîñòîé, åñëè îíà íå åäèíè÷íàÿ è ó íåå íåò íåòðèâèàëüíûõ
íîðìàëüíûõ ïîäãðóïï (òî åñòü íîðìàëüíûõ ïîäãðóïï, îòëè÷íûõ îò {e} è G).

Îïðåäåëåíèå 3. Íîðìàëüíûì ðÿäîì ãðóïïû G íàçûâàåòñÿ ëþáàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âëîæåííûõ
ïîäãðóïï G = G1 ⊇ G2 ⊇ · · · ⊇ Gn = {e} , äëÿ êîòîðîé Gi+1 ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé ïîäãðóïïîé
ãðóïïû Gi äëÿ ëþáîãî i = 1, . . . , n−1 . Ôàêòîðãðóïïû Gi/Gi+1 íàçûâàþòñÿ ôàêòîðàìè íîðìàëüíîãî
ðÿäà.

Íîðìàëüíûé ðÿä íàçûâàåòñÿ êîìïîçèöèîííûì ðÿäîì, åñëè âñå åãî ôàêòîðû ÿâëÿþòñÿ ïðîñòûìè
ãðóïïàìè. Ôàêòîðû êîìïîçèöèîííîãî ðÿäà íàçûâàþòñÿ êîìïîçèöèîííûìè ôàêòîðàìè.

Óïðàæíåíèå 3. Äîêàçàòü, ÷òî ëþáîé íîðìàëüíûé ðÿä êîíå÷íîé ãðóïïû (áåç ïîâòîðÿþùèõñÿ ÷ëå-
íîâ) ìîæíî óïëîòíèòü äî êîìïîçèöèîííîãî ðÿäà.

Òåîðåìà 3 (Æîðäàíà�Ã¼ëüäåðà). Ïóñòü ó ãðóïïû G åñòü êîìïîçèöèîííûé ðÿä. Òîãäà ëþáûå
äâà êîìïîçèöèîííûõ ðÿäà ãðóïïû G èìåþò îäèíàêîâóþ äëèíó, à èõ êîìïîçèöèîííûå ôàêòîðû
ñîâïàäàþò (ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà è ïîðÿäêà ñëåäîâàíèÿ).

Óïðàæíåíèå 4. Äîêàçàòü òåîðåìó Æîðäàíà�Ã¼ëüäåðà. (Óêàçàíèå: ñì. äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷-
íîé òåîðåìû äëÿ ìîäóëåé).

Ðàçðåøèìûå è íèëüïîòåíòíûå ãðóïïû

Îïðåäåëåíèå 4. Ãðóïïà G íàçûâàåòñÿ ðàçðåøèìîé, åñëè ó íåå åñòü íîðìàëüíûé ðÿä, âñå ôàêòîðû
êîòîðîãî àáåëåâû.

ßñíî, ÷òî êîíå÷íàÿ ãðóïïà ÿâëÿåòñÿ ðàçðåøèìîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå åå êîìïîçèöè-
îííûå ôàêòîðû èçîìîðôíû Zpi äëÿ íåêîòîðûõ ïðîñòûõ ÷èñåë pi .

Îïðåäåëåíèå 5. Ïóñòü G � ãðóïïû, g, h ∈ G . Èõ êîììóòàòîðîì íàçûâàåòñÿ ýëåìåíò (g, h) =
g−1h−1gh . Ïîäãðóïïà ãðóïïû G , ïîðîæäåííàÿ âñåìè êîììóòàòîðàìè, íàçûâàåòñÿ åå êîììóòàíòîì
èëè ïðîèçâîäíîé ãðóïïîé è îáîçíà÷àåòñÿ (G,G) èëè G′ . Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîäãðóïï G ⊇ G′ ⊇
G′′ ⊇ . . . íàçûâàåòñÿ ðÿäîì êîììóòàíòîâ èëè ïðîèçâîäíûì ðÿäîì ãðóïïû G .
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Êîììóòàòîð ýëåìåíòîâ g è h èçìåðÿåò íåêîììóòàòèâíîñòü èõ ïðîèçâåäåíèÿ. Äåéñòâèòåëüíî,
gh = hg · (g, h) .

Óïðàæíåíèå 5. Äîêàçàòü, ÷òî ïðîèçâîäíûé ðÿä ãðóïïû G ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíûì ðÿäîì, à âñå
åãî ôàêòîðû � àáåëåâû ãðóïïû.

Óïðàæíåíèå 6. Äîêàçàòü, ÷òî ãðóïïà G ðàçðåøèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà G(n) = {e} äëÿ
íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n .

Îïðåäåëåíèå 6. Ïóñòü H � ïîäãðóïïà ãðóïïû G . Îáîçíà÷èì ÷åðåç (G,H) ïîäãðóïïó, ïîðîæ-
äåííóþ âñåìè êîììóòàòîðàìè âèäà (g, h) , ãäå g ∈ G è h ∈ H . Ïîëîæèì G1 = G , Gn+1 = (G,Gn) .
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîäãðóïï G = G1 ⊇ G2 ⊇ G3 ⊇ . . . íàçûâàåòñÿ íèæíèì öåíòðàëüíûì ðÿäîì
ãðóïïû G .

Óïðàæíåíèå 7. Äîêàçàòü, ÷òî íèæíèé öåíòðàëüíûé ðÿä ãðóïïû G ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíûì ðÿäîì,
à âñå åãî ôàêòîðû � àáåëåâû ãðóïïû. Áîëåå òîãî, Gn C G äëÿ ëþáîãî n , à îáðàç ïîäãðóïïû Gn
ïðè êàíîíè÷åñêîé ïðîåêöèè G −→ G/Gn+1 ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì ãðóïïû G/Gn+1 .

Îïðåäåëåíèå 7. Ãðóïïà G íàçûâàåòñÿ íèëüïîòåíòíîé, åñëè äëÿ íåêîòîðîãî n ñîîòâåòñòâóþùèé
÷ëåí íèæíåãî öåíòðàëüíîãî ðÿäà Gn ðàâåí {e} .

Óïðàæíåíèå 8. Ïóñòü k � ëþáîå ïîëå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Bn ãðóïïó íåâûðîæäåííûõ âåðõíå-
òðåóãîëüíûõ ìàòðèö èç Mn(k) , à ÷åðåç Nn � åå ïîäãðóïïó, ñîñòîÿùóþ èç âñåõ óíèòðåóãîëüíûõ
ìàòðèö (òî åñòü ñ åäèíèöàìè ïî äèàãîíàëè). Äîêàçàòü, ÷òî ãðóïïà Bn ðàçðåøèìà, à ãðóïïà Nn
íèëüïîòåíòíà.

Ñèëîâñêèå ïîäãðóïïû

Íàïîìíþ, ÷òî åñëè ãðóïïà G äåéñòâóåò íà êîíå÷íîì ìíîæåñòâå X , òî èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ
ôîðìóëà îðáèò:

|X| =
∑

x̄∈G\X

(G : Gx),

ãäå ÷åðåç G\X îáîçíà÷åíî ìíîæåñòâî îðáèò äåéñòâèÿ G íà X , ÷åðåç Gx îáîçíà÷åí ñòàáèëèçàòîð
òî÷êè x , à ïðè ñóììèðîâàíèè ìû áåðåì ïî îäíîìó ïðåäñòàâèòåëþ èç êàæäîé îðáèòû.

Ðàññìîòðèì äåéñòâèå êîíå÷íîé ãðóïïû G íà ñåáå ñîïðÿæåíèÿìè. Îðáèòû ýòîãî äåéñòâèÿ �
êëàññû ñîïðÿæåííîñòè. Ôîðìóëà îðáèò äàåò íàì ôîðìóëó êëàññîâ:

|G| =
∑
x∈C

(G : Gx) = |Z(G)|+
∑
x∈C′

(G : Gx),

ãäå ÷åðåç Z(G) îáîçíà÷åí öåíòð ãðóïïû G , ÷åðåç C � ìíîæåñòâî ïðåäñòàâèòåëåé ðàçëè÷íûõ êëàñ-
ñîâ ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ, à ÷åðåç C ′ � ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà C , îòâå÷àþùåå êëàññàì, ñî-
ñòîÿùèì áîëåå ÷åì èç îäíîãî ýëåìåíòà.

Îïðåäåëåíèå 8. Ïóñòü p � ïðîñòîå ÷èñëî. Íàçîâåì p-ãðóïïîé ëþáóþ êîíå÷íóþ ãðóïïó, ïîðÿ-
äîê êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ñòåïåíüþ p . Íàçîâåì ïîäãðóïïó H ⊆ G p-ïîäãðóïïîé, åñëè îíà ÿâëÿåòñÿ
p -ãðóïïîé. Ïîäãðóïïà H íàçûâàåòñÿ ñèëîâñêîé p -ïîäãðóïïîé, åñëè åå ïîðÿäîê � ìàêñèìàëüíàÿ
ñòåïåíü p , äåëÿùàÿ ïîðÿäîê ãðóïïû G .

Òåîðåìà 4. Ïóñòü G � êîíå÷íàÿ ãðóïïà, à p � ïðîñòîå ÷èñëî. Òîãäà â G ñóùåñòâóåò ñèëîâñêàÿ
p-ïîäãðóïïà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îòìåòèì, ïðåæäå âñåãî, ÷òî äëÿ àáåëåâûõ ãðóïï èìååòñÿ áîëåå ñèëüíîå óòâåð-
æäåíèå: êàæäàÿ êîíå÷íàÿ àáåëåâà ãðóïïà ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé ñóììîé ñâîèõ ñèëîâñêèõ ïîäãðóïï (ýòî
ñëåäóåò èç òåîðåìû î êëàññèôèêàöèè êîíå÷íûõ àáåëåâûõ ãðóïï). Ïîýòîìó äëÿ àáåëåâûõ ãðóïï âñ¼
äîêàçàíî.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû â îáùåì ñëó÷àå âîñïîëüçóåìñÿ èíäóêöèåé ïî ÷èñëó ýëåìåíòîâ ãðóï-
ïû G . Åñëè |G| = 1 , òî äîêàçûâàòü íå÷åãî. Ïóñòü |G| > 1 è äëÿ âñåõ ãðóïï ìåíüøèõ ïîðÿäêîâ
òåîðåìà âåðíà. Åñëè p íå äåëèò |G| , òî ñèëîâñêîé p -ïîäãðóïïîé ÿâëÿåòñÿ åäèíè÷íàÿ ïîäãðóïïà.
Ïóñòü p äåëèò |G| . Åñëè â G åñòü ñîáñòâåííàÿ ïîäãðóïïà, èíäåêñ êîòîðîé âçàèìíî ïðîñò ñ p , òî
ïðèìåíèâ ê ýòîé ïîäãðóïïå ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè, ìû íàéäåì ñèëîâñêóþ p -ïîäãðóïïó â G .
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èíäåêñ ëþáîé ïîäãðóïïû ãðóïïû G äåëèòñÿ íà p . Òîãäà èç ôîðìóëû êëàññîâ
ñëåäóåò, ÷òî |Z(G)| òîæå äåëèòñÿ íà p . Ïîñêîëüêó Z(G) � àáåëåâà ãðóïïà, òî â íåé åñòü ñèëîâñêàÿ
p -ïîäãðóïïà HZ . ßñíî, ÷òî ëþáàÿ ïîäãðóïïà Z(G) íîðìàëüíà â G . Ðàññìîòðèì ôàêòîðãðóïïó
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G/HZ . Ïîñêîëüêó |Z(G)| äåëèòñÿ íà p , òî |HZ | > 1 è |G/HZ | < |G| . Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè
â G/HZ åñòü ñèëîâñêàÿ p -ïîäãðóïïà. Åå ïîëíûé ïðîîáðàç îòíîñèòåëüíî êàíîíè÷åñêîé ïðîåêöèè
G −→ G/HZ ÿâëÿåòñÿ, î÷åâèäíî, ñèëîâñêîé p -ïîäãðóïïîé â G .

Òåîðåìà 5. Äëÿ âñÿêîé êîíå÷íîé ãðóïïû G

1. êàæäàÿ p-ïîäãðóïïà ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîé ñèëîâñêîé
p-ïîäãðóïïå;

2. âñå ñèëîâñêèå p-ïîäãðóïïû ñîïðÿæåíû;

3. ÷èñëî ñèëîâñêèõ p-ïîäãðóïï ñðàâíèìî ñ 1 ïî ìîäóëþ p .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü P � íåêîòîðàÿ ñèëîâñêàÿ p -ïîäãðóïïà ãðóïïû G , à X � ìíîæåñòâî âñåõ
ïîäãðóïï âèäà gPg−1 . Âñå ýëåìåíòû ìíîæåñòâà X ÿâëÿþòñÿ, î÷åâèäíî, ñèëîâñêèìè ïîäãðóïïàìè,
à X ÿâëÿåòñÿ G-îðáèòîé (îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ ñîïðÿæåíèåì) âî ìíîæåñòâå âñåõ ñèëîâñêèõ p -
ïîäãðóïï. Ñòàáèëèçàòîð òî÷êè P ∈ X ñîäåðæèò P , ïîýòîìó åãî èíäåêñ â G (ðàâíûé |X|) äåëèò
(G : P ) . Ñëåäîâàòåëüíî, |X| âçàèìíî ïðîñòî ñ p .

Ïóñòü H � íåêîòîðàÿ p-ïîäãðóïïà ãðóïïû G . Îíà äåéñòâóåò ñîïðÿæåíèÿìè íà X , ïðè÷åì
äëèíà ëþáîé åå îðáèòû ÿâëÿåòñÿ ñòåïåíüþ p . Ïîñêîëüêó |X| íå äåëèòñÿ íà p , òî ó äåéñòâèÿ H
íà X åñòü íåïîäâèæíûå òî÷êè. Ïóñòü ñèëîâñêàÿ p -ïîäãðóïïà S ∈ X íåïîäâèæíà îòíîñèòåëüíî
äåéñòâèÿ H . Òîãäà H ⊆ NG(S) , ñëåäîâàòåëüíî HS ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé ãðóïïû G . Ïî òåîðåìå îá
èçîìîðôèçìå (HS : S) = (H : H ∩ S) � ñòåïåíü p , òî åñòü HS ÿâëÿåòñÿ p-ïîäãðóïïîé. Ïîñêîëüêó
ïîðÿäîê S � ìàêñèìàëüíàÿ ñòåïåíü p , äåëÿùàÿ ïîðÿäîê G , òî HS = S , òî åñòü H ⊆ S .

Â ÷àñòíîñòè, åñëè H � ñèëîâñêàÿ p -ïîäãðóïïà, òî ìû äîêàçàëè, ÷òî îíà ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîé
ïîäãðóïïå, ñîïðÿæåííîé ñ íàïåð¼ä âûáðàííîé ñèëîâñêîé p -ïîäãðóïïîé P . Òàê êàê ïîðÿäîê H ðàâåí
ïîðÿäêó P , òî H ñîïðÿæåíà P . Òàêèì îáðàçîì X � ìíîæåñòâî âñåõ ñèëîâñêèõ p -ïîäãðóïï ãðóïïû
G .

Íàêîíåö, ïðè H = P ìû ïîëó÷àåì, ÷òî åäèíñòâåííàÿ íåïîäâèæíàÿ òî÷êà äåéñòâèÿ P íà X
ñîïðÿæåíèÿìè � ýòî P . ×èñëî ýëåìåíòîâ â ëþáîé äðóãîé P -îðáèòå � ñòåïåíü ÷èñëà p . Ïîýòîìó
|X| ≡ 1 (mod p) .

Ïîëóïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ãðóïï

Îïðåäåëåíèå 9. Ïóñòü A è B � äâå ãðóïïû, ïðè÷åì çàäàí ãîìîìîðôèçì b 7→ b̂ ãðóïïû B â ãðóïïó
Aut(A) . Ââåäåì íà ìíîæåñòâå A × B = {(a, b) | a ∈ A, b ∈ B} îïåðàöèþ óìíîæåíèÿ ñëåäóþùèì

îáðàçîì: (a, b)·(a′, b′) = (a·b̂(a′), b·b′) . Ìíîæåñòâî A×B ñ òàêèì óìíîæåíèåì íàçûâàåñÿ ïîëóïðÿìûì
ïðîèçâåäåíèåì ãðóïï A è B è îáîçíà÷àåòñÿ AoB .

Óïðàæíåíèå 9. Äîêàçàòü, ÷òî ïîëóïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ãðóïï ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé.

Óïðàæíåíèå 10. Ïóñòü â ãðóïïå G åñòü íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà N è òàêàÿ ïîäãðóïïà H , ÷òî
NH = G è N ∩ H = {e} . Îïðåäåëèì ãîìîìîðôèçì H −→ Aut(N) ñëåäóþùèì îáðàçîì: äëÿ h ∈
H ïîëîæèì ĥ(n) = hnh−1 äëÿ ëþáîãî n ∈ N . Äîêàçàòü, ÷òî îòîáðàæåíèå (n, h) 7→ nh çàäàåò
èçîìîðôèçì N oH ∼−→ G .
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Ëèíåéíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïï è àññîöèàòèâíûõ àëãåáð

Îïðåäåëåíèå 10. Ïóñòü G � ãðóïïà. Ëèíåéíûì ïðåäñòàâëåíèåì ãðóïïû G â ëèíåéíîì ïðî-
ñòðàíñòâå V íàä ïîëåì k íàçûâàåòñÿ òàêîå îòîáðàæåíèå ρ : G −→ Endk V , ÷òî ρ(e) = idV è
ρ(gh) = ρ(g)ρ(h) äëÿ ëþáûõ g, h ∈ G . Äðóãèìè ñëîâàìè, ëèíåéíîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû G â
ïðîñòðàíñòâå V � ýòî ãîìîìîðôèçì åå â ãðóïïó GL(V ) îáðàòèìûõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ â ïðî-
ñòðàíñòâå V . Ðàçìåðíîñòüþ ïðåäñòàâëåíèÿ ρ íàçûâàåòñÿ ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà V .

Îïðåäåëåíèå 11. Ïóñòü A � àññîöèàòèâíàÿ àëãåáðà ñ åäèíèöåé íàä ïîëåì k . Ëèíåéíûì ïðåä-
ñòàâëåíèåì àëãåáðû A â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå V íàä ïîëåì k íàçûâàåòñÿ òàêîå îòîáðàæåíèå
τ : A −→ Endk V , ÷òî τ(1) = idV , τ(xa) = xτ(a) , τ(a+ b) = τ(a) + τ(b) è τ(ab) = τ(a)τ(b) äëÿ ëþáîãî
x ∈ k è äëÿ ëþáûõ a, b ∈ A . Äðóãèìè ñëîâàìè, ëèíåéíîå ïðåäñòàâëåíèå àññîöèàòèâíîé àëãåáðû ñ
åäèíèöåé A â ïðîñòðàíñòâå V � ýòî ãîìîìîðôèçì åå â àññîöèàòèâíóþ àëãåáðó ñ åäèíèöåé Endk V
âñåõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ â ïðîñòðàíñòâå V (ïîä ãîìîìîðôèçìîì àëãåáð ñ åäèíèöåé ìû ïîíèìàåì
ãîìîìîðôèçì àëãåáð, ïåðåâîäÿùèé åäèíèöó â åäèíèöó).

Âìåñòî ñëîâ �ëèíåéíîå ïðåäñòàâëåíèå� ìû áóäåì îáû÷íî ãîâîðèòü ïðîñòî �ïðåäñòàâëåíèå�. Äàëåå
âñå îïðåäåëåíèÿ ìû áóäåì äàâàòü òîëüêî äëÿ ïðåäñòàâëåíèé ãðóïï; áîëüøèíñòâî èç íèõ ïåðåíîñÿòñÿ
áåç èçìåíåíèé íà ñëó÷àé ïðåäñòàâëåíèé àññîöèàòèâíûõ àëãåáð ñ åäèíèöåé. Åñëè íå îãîâîðåíî ïðî-
òèâíîå, ëþáîå ïðåäñòàâëåíèå ìû áóäåì ñ÷èòàòü êîíå÷íîìåðíûì. Âñþäó äàëåå ρ � ïðåäñòàâëåíèå
ãðóïïû G â ïðîñòðàíñòâå V íàä ïîëåì k .

Îïðåäåëåíèå 12. Ïîäïðîñòðàíñòâî U ⊆ V íàçûâàåòñÿ èíâàðèàíòíûì, åñëè ρ(g)U ⊆ U äëÿ
ëþáîãî g ∈ G ; ìèíèìàëüíûì èíâàðèàíòíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì íàçûâàåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâî, ìè-
íèìàëüíîå (ïî âêëþ÷åíèþ) èç íåíóëåâûõ èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ.

Ïðåäñòàâëåíèå ρ íàçûâàåòñÿ íåïðèâîäèìûì, åñëè dimV > 0 è ëþáîå èíâàðèàíòíîå ïîäïðî-
ñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà V ðàâíî ëèáî V , ëèáî {0} . Åñëè æå â ïðîñòðàíñòâå V åñòü íåòðèâèàëüíûå
èíâàðèàíòíûå ïîäïðîñòðàíñòâà, òî ïðåäñòàâëåíèå ρ íàçûâàåòñÿ ïðèâîäèìûì.

Ïðåäñòàâëåíèå ρ íàçûâàåòñÿ âïîëíå ïðèâîäèìûì, åñëè äëÿ ëþáîãî èíâàðèàíòíîãî ïîäïðîñòðàí-
ñòâà U ⊆ V íàéäåòñÿ èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî W ⊆ V òàêîå, ÷òî V = U ⊕W .

Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî ëþáîå íåïðèâîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå ÿâëÿåòñÿ âïîëíå ïðèâîäèìûì (êàê íè
ñìåøíî ýòî çâó÷èò).

Òåîðåìà 6 (Ìàøêå). Ïóñòü G � êîíå÷íàÿ ãðóïïà, ïðè÷åì char k íå äåëèò |G| . Òîãäà ëþáîé
êîíå÷íîìåðíîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû G âïîëíå ïðèâîäèìî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü U ⊆ V � èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå ëè-
íåéíîå îòîáðàæåíèå π0 : V −→ U , òîæäåñòâåííîå íà U (ïðîåêöèþ âäîëü íåêîòîðîãî äîïîëíèòåëüíîãî
ïîäïðîñòðàíñòâà W0 ). Ïîëîæèì

πv =
1

|G|
∑
g∈G

ρ(g)π0ρ(g)−1v

äëÿ ëþáîãî v ∈ V . Îòîáðàæåíèå π : V −→ U òîæå ëèíåéíî, òîæäåñòâåííî íà U , íî åù¼ è G-
èíâàðèàíòíî, òî åñòü ρ(h)π = πρ(h) äëÿ ëþáîãî h ∈ G . Ïîýòîìó W = Kerπ ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíò-
íûì ïîäïðîñòðàíñòâîì. Ïðè ýòîì, î÷åâèäíî, V = U ⊕W .

Îïðåäåëåíèå 13. Ïóñòü k = R èëè C . Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â V (åâêëèäîâî, åñëè k = R ,
è ýðìèòîâî, åñëè k = C) íàçûâàåòñÿ èíâàðèàíòíûì, åñëè äëÿ ëþáîãî g ∈ G è ëþáûõ v, w ∈ V
âûïîëíåíî ðàâåíñòâî (ρ(g)v, ρ(g)w) = (v, w) .

Çàìå÷àíèå. Ïðÿìîãî àíàëîãà ýòîìó îïðåäåëåíèþ äëÿ ïðåäñòàâëåíèé ïðîèçâîëüíîé àññîöèàòèâíîé
àëãåáðû ñ åäèíèöåé íå ñóùåñòâóåò.

Òåîðåìà 7. Ïóñòü G � êîíå÷íàÿ ãðóïïà. Òîãäà â ïðîñòðàíñòâå V åñòü èíâàðèàíòíîå ñêàëÿðíîå
ïðîèçâåäåíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââåäåì â ïðîñòðàíñòâå V ïðîèçâîëüíîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ( , )0 è ïîëîæèì

(v, w) =
1

|G|
∑
g∈G

(ρ(g)v, ρ(g)w)0.

Òî, ÷òî ïîëó÷èòñÿ áèëèíåéíàÿ (ïîëóòîðàëèíåéíàÿ) ôîðìà � î÷åâèäíî. Òî, ÷òî ýòà ôîðìà ïîëîæè-
òåëüíî îïðåäåëåíà � òîæå (ïðè ïîäñòàíîâêå v = w ïîëó÷àåì ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå ïîëîæèòåëü-
íûõ ÷èñåë). Èíâàðèàíòíîñòü ïîëó÷åííîãî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ.
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Èç ýòîé òåîðåìû ëåãêî ñëåäóåò òåîðåìà Ìàøêå (äëÿ k = R èëè C). Äåéñòâèòåëüíî, ëåãêî
ïðîâåðèòü, ÷òî îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå ê èíâàðèàíòíîìó ïîäïðîñòðàíñòâó îòíîñèòåëüíî èíâà-
ðèàíòíîãî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ òîæå ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì.

Îïðåäåëåíèå 14. Ïóñòü U ⊆ V � èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî. Òîãäà ãðóïïà G äåéñòâóåò
íà ïðîñòðàíñòâå U (ýëåìåíò g ∈ G äåéñòâóåò îïåðàòîðîì ρ(g)|U ). Ýòî ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû G
â ïðîñòðàíñòâå U ìû áóäåì íàçûâàòü ïîäïðåäñòàâëåíèåì ïðåäñòàâëåíèÿ ρ è îáîçíà÷àòü ρU . Â
ôàêòîðïðîñòðàíñòâå V/U òîæå îïðåäåëåíî ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû G , êîòîðîå ìû áóäåì îáîçíà÷àòü
ρV/U è íàçûâàòü ôàêòîðïðåäñòàâëåíèåì (ρV/U (g)(v + U) = ρ(g)v + U ).

ßñíî, ÷òî ïîäïðåäñòàâëåíèå ρU ÿâëÿåòñÿ íåïðèâîäèìûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà U � ìè-
íèìàëüíîå èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî.

Òåîðåìà 8. Ëþáîå ïîäïðåäñòàâëåíèå âïîëíå ïðèâîäèìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ρ âïîëíå ïðèâîäèìî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü L ⊆ V � èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî. Äîêàæåì, ÷òî ïðåäñòàâëåíèå ρL
âïîëíå ïðèâîäèìî.

Ïóñòü U ⊆ L � ïðîèçâîëüíîå èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî. Âûáåðåì èíâàðèàíòíîå ïîäïðî-
ñòðàíñòâî W , äîïîëíèòåëüíîå ê U â V , òî åñòü òàêîå, ÷òî V = U ⊕W . Òîãäà L = U ⊕ (L∩W ) , òî
åñòü (L ∩W ) � ïîäïðîñòðàíñòâî, äîïîëíèòåëüíîå ê U â L .

Îïðåäåëåíèå 15. Ïóñòü ρ1 è ρ2 � ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû G â ïðîñòðàíñòâàõ V1 è V2 ñîîòâåò-
ñòâåííî. Ñóììîé ρ1 + ρ2 ýòèõ ïðåäñòàâëåíèé íàçûâàåòñÿ ïðåäñòàâëåíèå â ïðîñòðàíñòâå V1 ⊕ V2 ,
ãäå êàæäûé ýëåìåíò g ∈ G äåéñòâóåò îïåðàòîðîì ρ1(g) ⊕ ρ2(g) (ïåðåâîäÿùèì (v1, v2) ∈ V1 ⊕ V2 â
(ρ1(g)v1, ρ2(g)v2)).

Ïóñòü ρ � ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû G â ïðîñòðàíñòâå V , à U è W � äîïîëíèòåëüíûå èíâàðè-
àíòíûå ïîäïðîñòðàíñòâà. Òîãäà, î÷åâèäíî, ρ ' ρU + ρW .

Òåîðåìà 9. Åñëè ïðåäñòàâëåíèå ρ âïîëíå ïðèâîäèìî, òî îíî èçîìîðôíî ñóììå íåïðèâîäèìûõ
ïðåäñòàâëåíèé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå òåîðåìû ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî V ìîæíî ðàçáèòü â ïðÿìóþ ñóììó
ìèíèìàëüíûõ èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ. Âîñïîëüçóåìñÿ èíäóêöèåé ïî ðàçìåðíîñòè V . Åñëè
dimV = 0 , òî V ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé ñóììîé ïóñòîãî ñåìåéñòâà ìèíèìàëüíûõ èíâàðèàíòíûõ ïîäïðî-
ñòðàíñòâ.

Ïóñòü dimV > 0 è äëÿ âñåõ ïðåäñòàâëåíèé ãðóïïû G â ïðîñòðàíñòâàõ ìåíüøåé ðàçìåðíî-
ñòè óòâåðæäåíèå òåîðåìû âûïîëíåíî. Âûáåðåì â V ìèíèìàëüíîå èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî.
Ïîñêîëüêó ïðåäñòàâëåíèå ρ âïîëíå ïðèâîäèìî, ìû ìîæåì íàéòè èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî
W ⊆ V òàêîå, ÷òî V = U ⊕ W . Ïî òåîðåìå 8 ïðåäñòàâëåíèå ρW âïîëíå ïðèâîäèìî. Òàê êàê
dimW < dimV , òî W ðàçëàãàåòñÿ â ïðÿìóþ ñóììó ìèíèìàëüíûõ èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ.
Ñëåäîâàòåëüíî, ýòî âåðíî è äëÿ V .

Òåîðåìà 10. Åñëè V ìîæíî ðàçëîæèòü â ñóììó (íå îáÿçàòåëüíî ïðÿìóþ) ìèíèìàëüíûõ èíâà-
ðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ, òî ïðåäñòàâëåíèå ρ âïîëíå ïðèâîäèìî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü V = V1 + · · ·+Vk , ãäå Vi � ìèíèìàëüíûå èíâàðèàíòíûå ïîäïðîñòðàíñòâà,
è ïóñòü U ⊆ V � èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî. Íàéäåì íåêîòîðîå ìàêñèìàëüíîå ïî âêëþ÷åíèþ
ìíîæåñòâî èíäåêñîâ I ⊆ {1, . . . , k} , óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ U ∩

∑
i∈I

Vi = 0 . Ïîëîæèì W =
∑
i∈I

Vi .

Äîêàæåì, ÷òî V = U ⊕W .
Ïóñòü Vj � îäíî èç ìèíèìàëüíûõ èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ, âõîäÿùèõ â ðàçëîæåíèå V =

V1 + · · · + Vk . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Vj * (U + W ) . Òîãäà j /∈ I è Vj ∩ (U + W ) = 0 (ïîñêîëüêó Vj
ìèíèìàëüíî). Íî òîãäà U ∩ (W + Vj) = 0 , â ïðîòèâîðå÷èè ñ âûáîðîì I . Ñëåäîâàòåëüíî, âñå Vj
ëåæàò â U +W , òàê ÷òî V = U +W . Ïîñêîëüêó U ∩W = 0 , ýòà ñóììà ïðÿìàÿ.

Óïðàæíåíèå 11. Ïóñòü V = V1 + · · ·+Vk , ãäå Vi � ìèíèìàëüíûå èíâàðèàíòíûå ïîäïðîñòðàíñòâà.
Äîêàçàòü, ÷òî íàéäåòñÿ òàêîå ïîäìíîæåñòâî I ⊆ {1, . . . , k} , ÷òî V =

⊕
i∈I

Vi .

Ìîðôèçìû ïðåäñòàâëåíèé

Îïðåäåëåíèå 16. Ïóñòü ρ1, ρ2 � ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû G â ïðîñòðàíñòâàõ V1 è V2 ñîîòâåòñòâåí-
íî. Ìîðôèçìîì ïðåäñòàâëåíèÿ ρ1 â ïðåäñòàâëåíèå ρ2 íàçûâàåòñÿ ëþáîå ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå
F : V1 −→ V2 òàêîå, ÷òî Fρ1(g) = ρ2(g)F äëÿ ëþáîãî g ∈ G . Ìîðôèçìû ïðåäñòàâëåíèé èíîãäà
íàçûâàþò ñïëåòàþùèìè îïåðàòîðàìè. Ìîðôèçì ïðåäñòàâëåíèé íàçûâàåòñÿ èçîìîðôèçìîì, åñëè
îí èìååò îáðàòíûé (â ñìûñëå êîìïîçèöèè îòîáðàæåíèé).
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Òåîðåìà 11. Åñëè ρ1 è ρ2 � íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ, òî ëþáîé íåíóëåâîé ìîðôèçì ìåæäó
íèìè ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü F : V1 −→ V2 � íåíóëåâîé ìîðôèçì ïðåäñòàâëåíèÿ ρ1 â ïðåäñòàâëåíèå
ρ2 . ßäðî è îáðàç ìîðôèçìà ÿâëÿþòñÿ èíâàðèàíòíûìè ïîäïðîñòðàíñòâàìè, ïîýòîìó KerF = 0 ,
ImF = V2 (òàê êàê ïðåäñòàâëåíèÿ íåïðèâîäèìû), òî åñòü F ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì.

Ñëåäñòâèå 1. Àëãåáðà ýíäîìîðôèçìîâ íåïðèâîäèìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ òåëîì.

Ñëåäñòâèå 2 (ËåììàØóðà). Åñëè ïîëå k àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòî, òî ëþáîé ýíäîìîðôèçì íåïðè-
âîäèìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ñêàëÿðåí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü F : V −→ V � ýíäîìîðôèçì, λ � åãî ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå. Ýíäîìîðôèçì
F − λE íåîáðàòèì, ïîýòîìó îí íóëåâîé.

Èç ëåììû Øóðà âûòåêàåò, ÷òî ëþáîå íåïðèâîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå àáåëåâîé ãðóïïû îäíîìåð-
íî. Äåéñòâèòåëüíî, êàæäûé ýëåìåíò àáåëåâîé ãðóïïû ïðåäñòàâëåí ýíäîìîðôèçìîì ïðåäñòàâëåíèÿ.
Åñëè ïðåäñòàâëåíèå íåïðèâîäèìî, òî ïî ëåììå Øóðà êàæäûé ýëåìåíò ãðóïïû äåéñòâóåò ñêàëÿð-
íûì îïåðàòîðîì. Íî òîãäà ëþáîå ïîäïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíûì. Ïîýòîìó ïðåäñòàâëåíèå
ìîæåò áûòü íåïðèâîäèìûì ëèøü åñëè îíî îäíîìåðíî.

Îïðåäåëåíèå 17. Ïðåäñòàâëåíèå ρ íàçûâàåòñÿ èçîòèïè÷åñêèì, åñëè îíî èçîìîðôíî ñóììå íåñêîëü-
êèõ ýêçåìïëÿðîâ îäíîãî íåïðèâîäèìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ.

Òåîðåìà 12. Ïóñòü ïîëå k àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòî, τ � íåïðèâîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû
G â ïðîñòðàíñòâå U , è ρ = nτ � èçîòèïè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû G â ïðîñòðàíñòâå

V = U ⊕ · · · ⊕ U︸ ︷︷ ︸
n

,

êîòîðîå ìû îòîæäåñòâèì ñ ïðîñòðàíñòâîì U⊗kn . Òîãäà ëþáîå èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî
ïðîñòðàíñòâà V èìååò âèä U ⊗ L , ãäå L � ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà kn .

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê ñóììà ïîäïðîñòðàíñòâ âèäà U ⊗ L ñíîâà ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì
òîãî æå âèäà, òî òåîðåìó äîñòàòî÷íî äîêàçàòü äëÿ ìèíèìàëüíûõ èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ.

Ïóñòü W � ìèíèìàëüíîå èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî. Ïðîåêöèÿ W íà k -å ñëàãàåìîå çàäàåò
ìîðôèçì ïðåäñòàâëåíèÿ ρW â ïðåäñòàâëåíèå τ . Òàê êàê W 6= 0 , òî õîòÿ áû îäèí èç ýòèõ ìîðôèçìîâ
íåíóëåâîé, ïîýòîìó ρW ' τ . Âûáåðåì êàêîé-íèáóäü èçîìîðôèçì ýòèõ ïðåäñòàâëåíèé F : U ∼−→ W
è âîçüìåì êîìïîçèöèþ F ñ ïðîåêöèåé íà êàæäîå èç ñëàãàåìûõ. Ïî ëåììå Øóðà êàæäàÿ èç ýòèõ
êîìïîçèöèé � óìíîæåíèå íà êîíñòàíòó xk . Ðàññìîòðèì âåêòîð x = (x1, . . . , xn) ∈ kn è ïîëîæèì
L = 〈x〉 . Òîãäà W = U ⊗ L .

Òåîðåìà 13. Â óñëîâèÿõ ïðåäûäóùåé òåîðåìû End(ρ) 'Mn(k) .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé ýíäîìîðôèçì F : V −→ V ïðåäñòàâëåíèÿ ρ . Ïðèìåíèì
åãî ê ýëåìåíòó âèäà

vi(u) = (0, . . . , 0, u, 0, . . . , 0),

ãäå u ñòîèò íà i-ì ìåñòå. Ïîëó÷èì Fvi(u) = (Fi1u, . . . , Finu) , ãäå, î÷åâèäíî, Fij ∈ End(τ) . Ïî
ëåììå Øóðà Fij � óìíîæåíèå íà íåêîòîðóþ êîíñòàíòó aij ∈ k . Òîãäà ïðèìåíåíèå ýíäîìîðôèçìà
F ê ñòðîêå (u1, . . . , un) � ýòî óìíîæåíèå åå ñïðàâà íà ìàòðèöó (aij) . Òàêèì îáðàçîì, End(ρ) '
Mn(k) .

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 14. Ïóñòü τ1, . . . , τk � ïîïàðíî íåèçîìîðôíûå íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû
G íàä àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì ïîëåì k . Òîãäà äëÿ ëþáûõ íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë
m1, . . . ,mk, n1, . . . , nk ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî Hom(m1τ1 + · · ·+mkτk, n1τ1 + · · ·+nkτk) åñòåñòâåí-
íî èçîìîðôíî ïðîñòðàíñòâó Mm1×n1

(k) ⊕ · · · ⊕Mmk×nk
(k) . Â ÷àñòíîñòè, dim Hom(m1τ1 + · · · +

mkτk, n1τ1 + · · ·+ nkτk) = m1n1 + · · ·+mknk .

Çàìåòèì, ÷òî êàæäîå âïîëíå ïðèâîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå ìîæíî ðàçëîæèòü â ñóììó èçîòèïè-
÷åñêèõ ïðåäñòàâëåíèé (íàçûâàåìûõ åãî èçîòèïè÷åñêèìè êîìïîíåíòàìè), ïðè÷åì ýòî ðàçëîæåíèå
îïðåäåëåíî èíâàðèàíòíî: äîêàæèòå ñàìîñòîÿòåëüíî, ÷òî ñïðàâåäëèâà
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Òåîðåìà 15. Ïóñòü ρ � âïîëíå ïðèâîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû G â ïðîñòðàíñòâå V . Äëÿ
êàæäîãî íåïðèâîäèìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ τ : G −→ GL(U) îïðåäåëèì Vτ êàê ñóììó îáðàçîâ âñåâîç-
ìîæíûõ ìîðôèçìîâ ïðåäñòàâëåíèÿ τ â ïðåäñòàâëåíèå ρ . Òîãäà V =

⊕
τ
Vτ , ïðè÷åì ïîäïðåäñòàâ-

ëåíèå ïðåäñòàâëåíèÿ ρ â Vτ èçîìîðôíî kτ äëÿ íåêîòîðîãî íåîòðèöàòåëüíîãî öåëîãî ÷èñëà k .

Ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ìîðôèçìîâ ïðåäñòàâëåíèÿ ρ1 â ïðåäñòàâëåíèå ρ2 èíîãäà íàçûâàåòñÿ
÷èñëîì ñïëåòåíèÿ ýòèõ ïðåäñòàâëåíèé. Ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ÷èñëî ñïëåòåíèÿ ïðåäñòàâëåíèé ρ1 è
ρ2 ÷åðåç c(ρ1, ρ2) . Èç òåîðåìû 14 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ âïîëíå ïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé íàä àëãåáðà-
è÷åñêè çàìêíóòûì ïîëåì èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî c(ρ1, ρ2) = c(ρ2, ρ1) . Â ÷àñòíîñòè, ñîãëàñíî òåîðåìå
Ìàøêå, ýòî âñåãäà òàê äëÿ êîìïëåêñíûõ ïðåäñòàâëåíèé êîíå÷íîé ãðóïïû.

Îïðåäåëåíèå 18. Ïóñòü ρ � ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû G â ïðîñòðàíñòâå V íàä ïîëåì R . Êîìïëåê-
ñèôèêàöèåé ρC ïðåäñòàâëåíèÿ ρ íàçûâàåòñÿ ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû G â ïðîñòðàíñòâå V C , çàäàííîå
ôîðìóëîé ρC(g) = ρ(g)C äëÿ ëþáîãî g ∈ G .

Òåîðåìà 16. Ïóñòü ρ1 è ρ2 � âïîëíå ïðèâîäèìûå âåùåñòâåííûå ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû G â
ïðîñòðàíñòâàõ V1 è V2 ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî c(ρC1 , ρ

C
2 ) = c(ρ1, ρ2) .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîäïðîñòðàíñòâî Hom(ρ1, ρ2) ⊆ HomR(V1, V2) çàäàåòñÿ ñèñòåìîé ëèíåéíûõ óðàâ-
íåíèé ρ2(g)X = Xρ1(g) , ãäå g ïðîáåãàåò ãðóïïó G . Ïîäïðîñòðàíñòâî Hom(ρC1 , ρ

C
2 ) ⊆ HomC(V C

1 , V
C
2 ) '

(HomR(V1, V2))C çàäàåòñÿ êîìïëåêñèôèöèðîâàííîé ñèñòåìîé ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ρ2(g)CX = Xρ1(g)C .
Êîìïëåêñíàÿ ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé êîìïëåêñèôèöèðîâàííîé ñèñòåìû ðàâíà âåùå-
ñòâåííîé ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé èñõîäíîé ñèñòåìû (òàê êàê îíè çàïèñûâàþòñÿ îäíîé
è òîé æå ìàòðèöåé).

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî è äëÿ âåùåñòâåííûõ ïðåäñòàâëåíèé êîíå÷íîé ãðóïïû G èìååò ìåñòî ðà-
âåíñòâî c(ρ1, ρ2) = c(ρ2, ρ1) . Àíàëîãè÷íî, ñ èñïîëüçîâàíèåì òåíçîðíîãî óìíîæåíèÿ íà ïîëå C , ýòî
ðàâåíñòâî äîêàçûâàåòñÿ äëÿ ïðåäñòàâëåíèé íàä ëþáûì ïîäïîëåì ïîëÿ C .

Îïåðàöèè íàä ïðåäñòàâëåíèÿìè

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ äîñòàòî÷íîãî êîëè÷åñòâà ïðåäñòàâëåíèé íóæíî óìåòü ñòðîèòü íîâûå ïðåäñòàâëåíèÿ
èç ñòàðûõ.

Îïðåäåëåíèå 19. Ïóñòü G � ãðóïïà, à ρ : G −→ GL(V ) è τ : G −→ GL(W ) � åå ëèíåéíûå
ïðåäñòàâëåíèÿ. Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèÿ ρ∗ : G −→ GL(V )∗ , ρ ⊕ τ : G −→ GL(V ⊕W ) è ρ ⊗ τ : G −→
GL(V ⊗W ) ñëåäóþùèìè ôîðìóëàìè: ρ∗(g) =

(
(ρ(g))∗

)−1
, (ρ ⊕ τ)(g) = ρ(g) ⊕ τ(g) è (ρ ⊗ τ)(g) =

ρ(g)⊗ τ(g) . ßñíî, ÷òî îòîáðàæåíèÿ ρ∗ , ρ⊕ τ è ρ⊗ τ ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè ïðåäñòàâëåíèÿìè. Îíè
íàçûâàþòñÿ äâîéñòâåííûì ïðåäñòàâëåíèåì ê ρ , ïðÿìîé ñóììîé ïðåäñòàâëåíèé ρ è τ èòåíçîðíûì
ïðîèçâåäåíèåì ïðåäñòàâëåíèé ρ è τ , ñîîòâåòñòâåííî.

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ k -ÿ ñèììåòðè÷åñêàÿ ñòåïåíü Skρ : G −→ GL(SkV ) è k -ÿ âíåøíÿÿ
ñòåïåíü Λkρ : G −→ GL(ΛkV ) ïðåäñòàâëåíèÿ ρ .

Ïóñòü ϕ : G −→ H � ãîìîìîðôèçì ãðóïï, è ρ � ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû H â ïðîñòðàíñòâå V .
Òîãäà ρ ◦ ϕ � ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû G â òîì æå ïðîñòðàíñòâå. Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ÷àñòíûå
ñëó÷àè ýòîé êîíñòðóêöèè.

1. Ïóñòü G � ïîäãðóïïà ãðóïïû H è ϕ � âëîæåíèå. Òîãäà ρ ◦ϕ � îãðàíè÷åíèå ïðåäñòàâëåíèÿ
ρ íà ïîäãðóïïó ãðóïïû H .

2. Ïóñòü G = H è ϕ � àâòîìîðôèçì. Òîãäà ρ ◦ ϕ � ïðåäñòàâëåíèå òîé æå ãðóïïû, ÷òî è ρ .
Ãîâîðÿò, ÷òî îíî ïîëó÷àåòñÿ ïîäêðó÷èâàíèåì ïðåäñòàâëåíèÿ ρ íà àâòîìîðôèçì ϕ . Òàêèì
îáðàçîì, ïîëó÷àåòñÿ (ïðàâîå) äåéñòâèå ãðóïïû Aut(G) íà ìíîæåñòâå êëàññîâ èçîìîðôèçìà
ïðåäñòàâëåíèé ãðóïïû G .

3. Ïóñòü N C G , H = G/N è ϕ � êàíîíè÷åñêàÿ ïðîåêöèÿ. Òîãäà ïðåäñòàâëåíèå ρ◦ϕ íàçûâàåòñÿ
ïîäíÿòèåì ïðåäñòàâëåíèÿ ρ . Ïðåäñòàâëåíèå ρ ◦ϕ îáëàäàåò òåì ñâîéñòâîì, ÷òî ïîäãðóïïà N
ñîäåðæèòñÿ â åãî ÿäðå. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî è íàîáîðîò, âñÿêîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû G , ÿäðî
êîòîðîãî ñîäåðæèò N , ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ρ ◦ ϕ äëÿ íåêîòîðîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ρ ãðóïïû
H , òî åñòü ôàêòîðèçóåòñÿ ÷åðåç ïðåäñòàâëåíèå ôàêòîðãðóïïû.

Íàïðèìåð, êîììóòàíò G′ ãðóïïû G , î÷åâèäíî, ñîäåðæèòñÿ â ÿäðå êàæäîãî îäíîìåðíîãî ïðåä-
ñòàâëåíèÿ ýòîé ãðóïïû. Ïîýòîìó êëàññû èçîìîðôèçìà îäíîìåðíûõ ïðåäñòàâëåíèé ãðóïïû
G íàõîäÿòñÿ âî âçàèìíî-îäíîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè ñ êëàññàìè èçîìîðôèçìà íåïðèâîäèìûõ
ïðåäñòàâëåíèé àáåëèàíèçàöèè G/G′ ãðóïïû G .
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Ðåãóëÿðíûå è êâàçèðåãóëÿðíûå ïðåäñòàâëåíèÿ êîíå÷íîé ãðóïïû

Îïðåäåëåíèå 20. Äëÿ êîíå÷íîé ãðóïïû G ðàññìîòðèì ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî kG âñåõ ôîðìàëü-
íûõ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé ýëåìåíòîâ ãðóïïû. Íà áàçèñå ïðîñòðàíñòâà kG îïðåäåëåíî àññîöèàòèâ-
íîå óìíîæåíèå (ãðóïïîâàÿ îïåðàöèÿ); ðàñïðîñòðàíÿÿ å¼ ïî äèñòðèáóòèâíîñòè íà âñ¼ ïðîñòðàíñòâî
kG , ïîëó÷àåì íà í¼ì ñòðóêòóðó àññîöèàòèâíîé àëãåáðû ñ åäèíèöåé. Ýòà àëãåáðà íàçûâàåòñÿ ãðóï-
ïîâîé àëãåáðîé ãðóïïû G .

Ïðåäñòàâëåíèå êîíå÷íîé ãðóïïû è åå ãðóïïîâîé àëãåáðû � ýòî, â íåêîòîðîì ñìûñëå, îäíî è
òî æå. À èìåííî, ïóñòü ρ � ïðåäñòàâëåíèå êîíå÷íîé ãðóïïû G â ïðîñòðàíñòâå V . Äëÿ êàæäîãî
ýëåìåíòà

∑
λgg ∈ kG ïîëîæèì τ(

∑
λgg) =

∑
λgρ(g) . ßñíî, ÷òî òàêèì îáðàçîì ïîëó÷àåòñÿ ïðåä-

ñòàâëåíèå ãðóïïîâîé àëãåáðû â òîì æå ïðîñòðàíñòâå V . Íàîáîðîò, åñëè ó íàñ åñòü ïðåäñòàâëåíèå τ
ãðóïïîâîé àëãåáðû kG â ïðîñòðàíñòâå V , òî ïðåäñòàâëåíèå ρ ãðóïïû G ïîëó÷àåòñÿ îãðàíè÷åíèåì
τ íà G ⊂ kG .

Îïðåäåëåíèå 21. Ëåâûì ðåãóëÿðíûì ïðåäñòàâëåíèåì ãðóïïû G íàçûâàåòñÿ åå ïðåäñòàâëåíèå
â ïðîñòðàíñòâå kG , ãäå êàæäûé ýëåìåíò g ∈ G ïðåäñòàâëåí îïåðàòîðîì ëåâîãî óìíîæåíèÿ íà
g â àëãåáðå kG . Ïðàâûì ðåãóëÿðíûì ïðåäñòàâëåíèåì ãðóïïû G íàçûâàåòñÿ åå ïðåäñòàâëåíèå â
ïðîñòðàíñòâå kG , ãäå êàæäûé ýëåìåíò g ∈ G ïðåäñòàâëåí îïåðàòîðîì ïðàâîãî óìíîæåíèÿ íà g−1

â àëãåáðå kG .

Òåîðåìà 17. Êàæäîå íåïðèâîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå ρ : G −→ GL(V ) ãðóïïû G èçîìîðôíî ôàêòîð-
ïðåäñòàâëåíèþ åå ëåâîãî ðåãóëÿðíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ëåâîå ðåãóëÿðíîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû G ÷åðåç λ . Ïóñòü v ∈ V �
íåíóëåâîé âåêòîð. Ðàññìîòðèì ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå ϕ : kG −→ V , ïåðåâîäÿùåå êàæäûé áàçèñíûé
âåêòîð g ∈ G ⊂ kG â ρ(g)v . Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ýòî îòîáðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ ìîðôèçìîì ïðåäñòàâ-
ëåíèÿ λ â ïðåäñòàâëåíèå ρ . Òàê êàê ϕ 6= 0 , òî ϕ(kG) = V , òàê ÷òî ρ ' λkG/W , ãäå W = kerϕ .

Â ÷àñòíîñòè, ëþáîå êîìïëåêñíîå íåïðèâîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû G âõîäèò â ðàçëîæåíèå
ëåâîãî ðåãóëÿðíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ýòîé ãðóïïû (òî åñòü ñîîòâåòñòâóþùàÿ èçîòèïè÷åñêàÿ êîìïîíåí-
òà íå ðàâíà íóëþ).

Îïðåäåëåíèå 22. Ïóñòü X � ìíîæåñòâî, íà êîòîðîì ãðóïïà G äåéñòâóåò ñëåâà. Ðàññìîòðèì ïðî-
ñòðàíñòâî kX , áàçèñîì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî X . Îïðåäåëèì ïðåäñòàâëåíèå λX ãðóïïû G
â ïðîñòðàíñòâå kX ôîðìóëîé λX(g)

∑
axx =

∑
axgx . Òàêîå ïðåäñòàâëåíèå íàçûâàåòñÿ êâàçèðåãó-

ëÿðíûì.

ßñíî, ÷òî ïðåäñòàâëåíèå λX ðàñïàäàåòñÿ â ñóììó ïîäïðåäñòàâëåíèé, îòâå÷àþùèõ ðàçíûì îð-
áèòàì äåéñòâèÿ ãðóïïû G íà X .

Òåîðåìà 18. Ïóñòü X è Y � îäíîðîäíûå G-ïðîñòðàíñòâà, òî åñòü ãðóïïà G äåéñòâóåò íà
ìíîæåñòâàõ X è Y òðàíçèòèâíî. Âûáåðåì ïî ýëåìåíòó èç ýòèõ ìíîæåñòâ x0 ∈ X è y0 ∈ Y è
ïîëîæèì H = Gx0

, K = Gy0 (ñòàáèëèçàòîðû òî÷åê x0 è y0 ). Òîãäà ÷èñëî ñïëåòåíèÿ c(λX , λY )
ðàâíî ÷èñëó äâîéíûõ ñìåæíûõ êëàññîâ, òî åñòü ðàçëè÷íûõ ìíîæåñòâ âèäà HgK , ãäå g ∈ G .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ϕ : kX −→ kY � ñïëåòàþùèé îïåðàòîð è ïóñòü ϕ(x0) =
∑
y∈Y

byy . Òîãäà äëÿ

ëþáîãî h ∈ H ìû èìååì∑
y∈Y

byy = ϕ(x0) = ϕ(hx0) = λY (h)ϕ(x0) =
∑
y∈Y

byhy.

Îòñþäà ìû ïîëó÷àåì, ÷òî by = bhy äëÿ ëþáûõ h ∈ H è y ∈ Y , òî åñòü ÷òî êîýôôèöèåíòû
by ïîñòîÿííû íà H -îðáèòàõ âî ìíîæåñòâå Y . Ïðè ýòîì íàáîðîì êîýôôèöèåíòîâ by îïåðàòîð ϕ
îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî: ϕ(gx0) =

∑
y∈Y

bygy .

Ïóñòü òåïåðü f : Y −→ k � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ, ïîñòîÿííàÿ íà H -îðáèòàõ. Âûáåðåì äëÿ
êàæäîãî x ∈ X ýëåìåíò gx ∈ G òàêîé, ÷òî x = gxx0 , è ïîëîæèì ψ(x) =

∑
y∈Y

f(y)gxy . Èç òîãî, ÷òî

ôóíêöèÿ f ïîñòîÿííà íà H -îðáèòàõ, ñëåäóåò, ÷òî ýòî îïðåäåëåíèå êîððåêòíî. Ïðîäîëæèì ψ ïî
ëèíåéíîñòè äî îïåðàòîðà kX −→ kY . Î÷åâèäíî, ÷òî ýòî ñïëåòàþùèé îïåðàòîð. Ïîýòîìó c(λX , λY )
ðàâíî ÷èñëó H -îðáèò â Y .

Íî Y ' G/K êàê ìíîæåñòâî ñ äåéñòâèåì ãðóïïû G , à ñìåæíûå êëàññû g1K è g2K ëåæàò â
îäíîé H -îðáèòå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Hg1K = Hg2K . Ïîýòîìó c(λX , λY ) = #(H\G/K) .
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Ñëåäóþùèå äâà ïðèìåðà âçÿòû èç êíèãè À. À. Êèðèëëîâà �Ýëåìåíòû òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé�.

Ïðèìåð 1. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó:

Â ìàòåìàòè÷åñêîì èíñòèòóòå ëåæàëà ìîäåëü êóáà. Îäèí èç ñîòðóäíèêîâ çàíóìåðîâàë
ãðàíè êóáà ÷èñëàìè 1, 2, 3, 4, 5, 6 . Äðóãîé, ïðèäÿ â èíñòèòóò íà ñëåäóþùèé äåíü, çàìå-
íèë êàæäîå ÷èñëî íà ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå ñîñåäíèõ ÷èñåë. Ïåðâûé, çàìåòèâ ýòî, íà
äðóãîé äåíü îòâåòèë òåì æå. Êàêèå ÷èñëà îêàæóòñÿ íà ãðàíÿõ êóáà ÷åðåç ìåñÿö, åñëè
èçâåñòíî, ÷òî îáà ñîòðóäíèêà õîäÿò â èíñòèòóò ÷åðåç äåíü?

Ðåøåíèå ýòîé øóòî÷íîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ ìîäåëüþ ïðèìåíåíèÿ òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé ê ðàçëè÷-
íûì çàäà÷àì ìàòåìàòèêè, ìåõàíèêè è ôèçèêè, îáëàäàþùèì òîé èëè èíîé ñèììåòðèåé.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Vf ïðîñòðàíñòâî êîìïëåêñíîçíà÷íûõ ôóíêöèé íà ìíîæåñòâå ãðàíåé êóáà. Ýòî
ïðîñòðàíñòâî ìû ìîæåì îòîæäåñòâèòü ñ ïðîñòðàíñòâîì CXf , ãäå Xf � ìíîæåñòâî ãðàíåé êóáà.
Ìíîæåñòâî Xf ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíûì G -ïðîñòðàíñòâîì, ãäå G � ãðóïïà âðàùåíèé êóáà (èçîìîðô-
íàÿ S4 ), ïîýòîìó â ïðîñòðàíñòâå Vf îïðåäåëåíî êâàçèðåãóëÿðíîå ïðåäñòàâëåíèå λf ãðóïïû G .

Ïî òåîðåìå 14 ÷èñëî ñïëåòåíèÿ c(λf , λf) ðàâíî ñóììå êâàäðàòîâ êðàòíîñòåé âõîæäåíèÿ â
λf íåèçîìîðôíûõ íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé ãðóïïû G . Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ÷èñëî ñïëåòåíèÿ
c(λf , λf) ðàâíî ÷èñëó îðáèò ñòàáèëèçàòîðà âûáðàííîé ãðàíè êóáà íà ìíîæåñòâå Xf . Òàêèõ îðáèò,
î÷åâèäíî, òðè: âûáðàííàÿ ãðàíü, ñìåæíûå ñ íåé ãðàíè è ïðîòèâîïîëîæíàÿ ãðàíü. Îòñþäà âûòåêàåò,
÷òî íè ó êàêîãî íåïðèâîäèìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû G êðàòíîñòü åãî âõîæäåíèÿ â λf íå ïðåâîñ-
õîäèò 1 , è ÷òî Vf ÿâëÿåòñÿ ñóììîé òðåõ èçîòèïè÷åñêèõ êîìïîíåíò (ÿâëÿþùèõñÿ ìèíèìàëüíûìè
èíâàðèàíòíûìè ïîäïðîñòðàíñòâàìè).

Îäíàêî ðàçëîæåíèå Vf â ïðÿìóþ ñóììó òðåõ èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ ëåãêî óêàçàòü.
Ïóñòü V1 � ïðîñòðàíñòâî ïîñòîÿííûõ ôóíêöèé. ßñíî, ÷òî ýòî èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî. Ýð-
ìèòîâî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå íà Vf , äëÿ êîòîðîãî ãðàíè îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ,
ÿâëÿåòñÿ, î÷åâèäíî, èíâàðèàíòíûì. Ïîýòîìó V ⊥1 � ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé ñ íóëåâîé ñóììîé çíà-
÷åíèé � òîæå èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî. Íàçîâåì ôóíêöèþ íà ìíîæåñòâå ãðàíåé êóáà ÷åòíîé,
åñëè îíà ïðèíèìàåò íà ïðîòèâîïîëîæíûõ ãðàíÿõ îäèíàêîâûå çíà÷åíèÿ, è íå÷åòíîé, åñëè îíà ïðèíè-
ìàåò íà ïðîòèâîïîëîæíûõ ãðàíÿõ ïðîòèâîïîëîæíûå çíà÷åíèÿ. Ïðîñòðàíñòâà Ve , ñîñòîÿùåå èç âñåõ
÷åòíûõ ôóíêöèé, è Vo , ñîñòîÿùåå èç âñåõ íå÷åòíûõ ôóíêöèé, òîæå ÿâëÿþòñÿ èíâàðèàíòíûìè ïîä-
ïðîñòðàíñòâàìè. Ïóñòü V2 = Ve ∩ V ⊥1 (ïðîñòðàíñòâî ÷åòíûõ ôóíêöèé ñ íóëåâîé ñóììîé çíà÷åíèé)
è V3 = Vo . ßñíî, ÷òî ýòè ïîäïðîñòðàíñòâà èíâàðèàíòíû è V = V1 ⊕ V2 ⊕ V3 . Ïîýòîìó ïîäïðåäñòàâ-
ëåíèÿ ïðåäñòàâëåíèÿ λf â ïîäïðîñòðàíñòâàõ V1 , V2 è V3 íåïðèâîäèìû. Îáîçíà÷èì èõ ÷åðåç ρ1 , ρ2

è ρ3 ñîîòâåòñòâåííî.
Ðàññìîòðèì îïåðàòîð L â ïðîñòðàíñòâå Vf , ïåðåâîäÿùèé ôóíêöèþ f(x) â (Lf)(x) = 1

4

∑
f(y) ,

ãäå ñóììèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî ÷åòûðåì ãðàíÿì y , ñîñåäíèì ñ ãðàíüþ x . ßñíî, ÷òî îïåðàòîð L ïåðå-
ñòàíîâî÷åí ñ äåéñòâèåì ãðóïïû G . Ïîýòîìó îãðàíè÷åíèå îïåðàòîðà L íà êàæäîå èç ïîäïðîñòðàíñòâ
Vi ñâîäèòñÿ ê óìíîæåíèþ íà êîíñòàíòó ai .

Î÷åâèäíî, ÷òî a1 = 1 . Â êà÷åñòâå ïðåäñòàâèòåëÿ ïðîñòðàíñòâà V2 ìîæíî âçÿòü ôóíêöèþ, ðàâ-
íóþ 1 íà îäíîé ïàðå ïðîòèâîïîëîæíûõ ãðàíåé, −1 íà äðóãîé è 0 íà òðåòüåé. Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî
a2 = −1/2 . Íàêîíåö, â êà÷åñòâå ïðåäñòàâèòåëÿ ïðîñòðàíñòâà V3 ìîæíî âçÿòü ôóíêöèþ, ðàâíóþ 1
íà îäíîé ãðàíè, −1 íà ïðîòèâîïîëîæíîé ãðàíè è 0 íà îñòàëüíûõ. Îòñþäà a3 = 0 .

Ïóñòü f � èñõîäíàÿ ôóíêöèÿ (ïðèíèìàþùàÿ çíà÷åíèÿ 1, 2, 3, 4, 5, 6 íà ðàçíûõ ãðàíÿõ). Òî, ÷òî
áóäåò íàïèñàíî íà ãðàíÿõ êóáà ÷åðåç ìåñÿö, èìååò âèä L30f = a30

1 π1(f) + a30
2 π2(f) + a30

3 π3(f) =
3, 5 + π2(f)/230 , ãäå ÷åðåç πi îáîçíà÷åí îïåðàòîð ïðîåêöèè íà Vi . Ïîñêîëüêó ïðîåêöèÿ f íà V2

èìååò äëèíó íå áîëüøå, ÷åì ‖f − π1(f)‖ =
√

17, 5 , ìû ïîëó÷àåì, ÷òî íà êàæäîé ãðàíè êóáà ÷åðåç
ìåñÿö áóäåò íàïèñàíî ÷èñëî, îòëè÷àþùååñÿ îò 3, 5 íå áîëåå, ÷åì íà

√
17, 5/230 ≈ 0, 000000004 .

Ïðèìåð 2. Ðàññìàòðèâàÿ äðóãèå îäíîðîäíûå ïðîñòðàíñòâà äëÿ ãðóïïû êóáà, ìîæíî ïîñòðîèòü
ïîëíóþ ñèñòåìó åå íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé. Ïóñòü

Xf � ìíîæåñòâî ãðàíåé êóáà;

Xv � ìíîæåñòâî âåðøèí êóáà;

Xd � ìíîæåñòâî áîëüøèõ äèàãîíàëåé êóáà;

Xt � ìíîæåñòâî ïðàâèëüíûõ òåòðàýäðîâ ñ âåðøèíàìè â âåðøèíàõ êóáà;

Xc � ìíîæåñòâî öåíòðîâ êóáà.
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Ïðîñòðàíñòâà ôóíêöèé íà ýòèõ ìíîæåñòâàõ ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç Vf , Vv , Vd , Vt , Vc . Èõ ðàçìåð-
íîñòè ðàâíû 6 , 8 , 4 , 2 , 1 ñîîòâåòñòâåííî. ×èñëà ñïëåòåíèÿ ìåæäó ñîîòâåòñòâóþùèìè êâàçèðåãó-
ëÿðíûìè ïðåäñòàâëåíèÿìè ëåãêî íàéòè (òàê æå, êàê ìû íàøëè c(λf , λf)). Îíè ñâåäåíû â ñëåäóþùóþ
òàáëèöó:

λf λv λd λt λ
λf 3 2 1 1 1
λv 2 4 2 2 1
λd 1 2 2 1 1
λt 1 2 1 2 1
λc 1 1 1 1 1

Ïîñìîòðèì, êàêèå âûâîäû ìîæíî ñäåëàòü èç ýòîé òàáëèöû. Ïðåæäå âñåãî, èç âèäà äèàãîíàëü-
íûõ ÷èñåë ñëåäóåò, ÷òî λc � íåïðèâîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå (ýòî, âïðî÷åì, ÿñíî óæå èç òîãî, ÷òî
ïðîñòðàíñòâî Vc îäíîìåðíî), λd è λt ÿâëÿþòñÿ ñóììàìè äâóõ íåèçîìîðôíûõ íåïðèâîäèìûõ ïðåä-
ñòàâëåíèé, λf � òðåõ íåèçîìîðôíûõ íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé, à äëÿ λv åñòü äâå âîçìîæíîñòè
� ëèáî ñóììà äâóõ èçîìîðôíûõ íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé, ëèáî ñóììà ÷åòûðåõ íåèçîìîðô-
íûõ íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé. Ïåðâàÿ èç ýòèõ âîçìîæíîñòåé îòïàäàåò, òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå
c(λv, λc) íå ìîãëî áû ðàâíÿòüñÿ 1 .

Äàëåå èç òàáëèöû ñëåäóåò, ÷òî λc âõîäèò â îñòàëüíûå ìîäóëè ñ êðàòíîñòüþ 1 . Ìû óæå âèäåëè,
÷òî λf ÿâëÿåòñÿ ñóììîé ñâîèõ ïîäïðåäñòàâëåíèé ρ1 ' λc , ρ2 è ρ3 . Ïðîäîëæàÿ ýòè ðàññóæäåíèÿ,
ëåãêî ïîëó÷àåì, ÷òî èìåþò ìåñòî èçîìîðôèçìû

λf ' ρ1 + ρ2 + ρ3,

λv ' ρ1 + ρ3 + ρ4 + ρ5,

λd ' ρ1 + ρ4,

λt ' ρ1 + ρ5,

λc ' ρ1,

ãäå ρ1 , ρ2 , ρ3 , ρ4 , ρ5 � ïîïàðíî íåèçîìîðôíûå íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû G ðàçìåð-
íîñòåé 1 , 2 , 3 , 3 è 1 ñîîòâåòñòâåííî. Ðàçìåðíîñòè ïðåäñòàâëåíèé íàõîäÿòñÿ èç ñèñòåìû óðàâíåíèé

dimλf = dim ρ1 + dim ρ2 + dim ρ3, (1)

dimλv = dim ρ1 + dim ρ3 + dim ρ4 + dim ρ5, (2)

dimλd = dim ρ1 + dim ρ4, (3)

dimλt = dim ρ1 + dim ρ5, (4)

dimλc = dim ρ1. (5)

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî êâàçèðåãóëÿðíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ λX èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî c(λX , λ) =
c(λ, λX) = |X| = dimλX , ãäå λ � ëåâîå ðåãóëÿðíîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû G . Ïîñêîëüêó c(

∑
ρi, λ) =∑

c(ρi, λ) , êîãäà ρi � íåèçîìîðôíûå íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ, òî c(ρi, λ) óäîâëåòâîðÿþò
òîé æå ñèñòåìå óðàâíåíèé 1, ÷òî è dim ρi . Ïîýòîìó c(ρi, λ) = dim ρi äëÿ ëþáîãî i = 1, . . . , 5 ,
òî åñòü êàæäîå èç ýòèõ íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé âõîäèò â ëåâîå ðåãóëÿðíîå ïðåäñòàâëåíèå
ñ òîé æå êðàòíîñòüþ, êàêîâà åãî ðàçìåðíîñòü. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóììà ñîîòâåòñòâóþùèõ èçîòè-

ïè÷åñêèõ êîìïîíåíò ëåâîãî ðåãóëÿðíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ èìååò ðàçìåðíîñòü
5∑
i=1

(dim ρi)
2 . Òàê êàê

5∑
i=1

(dim ρi)
2 = 24 = |G| = dimλ , òî â λ íå âõîäèò áîëüøå íèêàêîå íåïðèâîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå

ãðóïïû G . Ïîýòîìó ρ1, . . . , ρ5 � âñå íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû G (ñ òî÷íîñòüþ äî èçî-
ìîðôèçìà).
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