
Ñåìèíàð 2. Àâòîìîðôèçìû ãðóïï.

Çàäà÷à 1. Äîêàæèòå, ÷òî ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ ãðóïïû G íåòðèâèàëüíà, åñëè (a) G �
íåàáåëåâà; (b) G � àáåëåâà è ñîäåðæèò ýëåìåíòû ïîðÿäêà áîëüøå 2; (c) ïîðÿäîê ãðóïïû
G áîëüøå 2 è âñå íååäèíè÷íûå ýëåìåíòû ãðóïïû G èìåþò ïîðÿäîê 2; (d) G � ëþáàÿ ãðóïïà
ïîðÿäêà áîëüøå 2.

Çàäà÷à 2. Îïèøèòå ãðóïïó àâòîìîðôèçìîâ Aut(G) àáåëåâîé ãðóïïû G ïî ñëîæåíèþ, äëÿ
(a) G = Z (b) G = Zn; (c) G = Q; (d) G = Z ⊕ Z2 (e) G � ñâîáîäíàÿ àáåëåâà

ãðóïïà ðàíãà n.

Çàäà÷à 3. Äîêàæèòå öèêëè÷íîñòü
(a) ãðóïïû Z∗

p äëÿ ïðîñòîãî p;
(b) ëþáîé êîíå÷íîé ïîäãðóïïû ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïû ïîëÿ;
(c) ∗ ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ êîíå÷íîãî ïîëÿ (äîêàæèòå, ÷òî îíà ïîðîæäåíà àâòîìîðôèç-

ìîì Ôðîáåíèóñà).

Çàäà÷à 4. Âåðíî ëè, ÷òî ãðóïïà Z∗
m öèêëè÷åñêàÿ äëÿ ëþáîãî m?

(a) îïèøèòå ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ Aut(Z9) è Aut(Z8);
(b) ñêîëüêî ýëåìåíòîâ â ãðóïïå Aut(Aut(Aut(Z9)))?

Çàäà÷à 5. Ïóñòü H ▹ G è äàí ãîìîìîðôèçì ãðóïï s : G/H → G òàêîé, ÷òî êîìïîçè-
öèÿ G/H

s→ G
π→ G/H ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííûì îòîáðàæåíèåì. Ïîñòðîéòå ãîìîìîðôèçì

φ : G/H → Aut(H) è äîêàæèòå, ÷òî G èçîìîðôíà ïîëóïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ ãðóïï G/H
è H îòíîñèòåëüíî ýòîãî ãîìîðôèçìà.

Çàäà÷à 6. Âåðíî ëè, ÷òî àâòîìîðôèçì ãðóïïû ñîõðàíÿåò ðàçáèåíèå ãðóïïû íà
(a) ïîäìíîæåñòâà ýëåìåíòîâ ôèêñèðîâàííîãî ïîðÿäêà;
(b) êëàññû ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ;
(c) ëåâûå ñìåæíûå êëàññû ïî çàäàííîé ïîäãðóïïå.

Åñëè ñîõðàíÿåò, òî ìîæåò ëè ïåðåñòàâëÿòü ýòè ìíîæåñòâà ìåæäó ñîáîé?

Çàäà÷à 7. Îïèøèòå âñå âíóòðåííèå è âíåøíèå àâòîìîðôèçìû ãðóïïû äèýäðà Dn.

Çàäà÷à 8. Îïðåäåëèòå íà ìíîæåñòâå ãîìîìîðôèçìîâ Hom(A,B) èç ãðóïïû A â àáåëåâó
ãðóïïó B ñòðóêòóðó àáåëåâîé ãðóïïû. Îïèøèòå ãðóïïû ãîìîìîðôèçìîâ:

(a) Hom(Z12,Z6); (b) Hom(Z6,Z12); (c) Hom(Z12,Z18); (d) Hom(Z,Zn); (e)
Hom(Zn,Z); (f) Hom(Zm,Zn); (g) Hom(Sn,Zm);

Çàäà÷à 9. (Î êîíå÷íûõ ïîäãðóïïàõ â SLn(Z).) Äëÿ n, p > 2 îáîçíà÷èì çà SLn(Z; pZ) ìíî-
æåñòâî ìàòðèö âèäà Id + pX ñ îïðåäåëèòåëåì 1, ãäå X � öåëî÷èñëåííàÿ ìàòðèöà. Äîêàæèòå
÷òî

(a) ìíîæåñòâî SLn(Z; pZ) ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé ïîäãðóïïîé â SLn(Z);
(b) ãðóïïà SLn(Z; pZ) íå ñîäåðæèò ýëåìåíòîâ êîíå÷íîãî ïîðÿäêà äëÿ p > 3;

(c) ïîðÿäîê êîíå÷íîé ïîäãðóïïû SLn(Z) äåëèò (pn−1)(pn−p)...(pn−pn−1)
p−1

äëÿ ëþáîãî íå÷åòíîãî
ïðîñòîãî p;

(d)∗ ïðè óñëîâèè, ÷òî n > 3, ëþáàÿ íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà êîíå÷íîãî èíäåêñà â SLn(Z)
ñîäåðæèò SLn(Z; pZ) äëÿ êàêîãî-òî p.


