
Ñåìèíàð 1. Ãðóïïû: èç ìàòåðèàëîâ ïåðâîãî êóðñà.

Çàäà÷à 1.

(a) Âûïèøèòå òàáëèöó óìíîæåíèÿ äëÿ ãðóïïû ïåðåñòàíîâîê S3 èç 3-õ ýëåìåíòîâ;

(b) Îïèøèòå âñå ïîäãðóïïû â ãðóïïå S3. Êàêèå èç íèõ ÿâëÿþòñÿ íîðìàëüíûìè?

Çàäà÷à 2. Ïåðå÷èñëèòå âñå ýëåìåíòû è èõ ïîðÿäêè äëÿ ãðóïïû ñèììåòðèé ïðÿìîóãîëüíîé ïðèçìû

ñ êâàäðàòíûì îñíîâàíèåì.

Çàäà÷à 3. Ñêîëüêî ýëåìåíòîâ â ãðóïïå àâòîìîðôèçìîâ ãðàôà, èìåþùåãî 3 ñâÿçíûõ êîìïîíåíòû,

êàæäàÿ èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì ãðàôîì íà 4-õ âåðøèíàõ? Êàêîâ èíäåêñ ïîäãðóïïû, íå ïåðåñòàâ-
ëÿþùåé êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè?

Çàäà÷à 4. Íàéäèòå ëåâûå ñìåæíûå êëàññû ãðóïïû G ïî ïîäãðóïïå H, âûÿñíèòå íîðìàëüíà ëè

ïîäãðóïïà H, åñëè íîðìàëüíà, òî îïèøèòå ôàêòîðãðóïïó:

(a) G � àääèòèâíàÿ ãðóïïà Z, H � ïîäãðóïïà nZ öåëûõ ÷èñåë, äåëÿùèõñÿ íà n;
(b)G � öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà 24,H � ïîäãðóïïà, ïîðîæäåííàÿ 10-îé ñòåïåíüþ îáðàçóþùåé;

(c) G � ãðóïïà ïåðåñòàíîâîê Sn, H � ïîäãðóïïà, ñîõðàíÿþùàÿ íà ìåñòå ýëåìåíòû n− 1, n;
(d) G � ãðóïïà ïî ñëîæåíèþ äëÿ âåêòîðîâ íà ïëîñêîñòè R2, H � ïîäãðóïïà òî÷åê ñ öåëûìè

êîîðäèíàòàìè;

(e) G � ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ãðóïïà C∗, H � ïîäãðóïïà U ÷èñåë ñ ìîäóëåì 1;
(f) G � ãðóïïà GLn(Fq) îáðàòèìûõ n×n ìàòðèö íàä ïîëåì èç q ýëåìåíòîâ,H � ïîäðãóïïà SLn(Fq)

ìàòðèö ñ îïðåäåëèòåëåì, ðàâíûì 1;
(g) G � ãðóïïà GLn(Fq), H � ïîäðãóïïà, ñîõðàíÿþùàÿ ôèêñèðîâàííîå ïîäïðîñòðàíñòâî ðàçìåð-

íîñòè m < n.

Çàäà÷à 5. Îïèøèòå îðáèòû äëÿ ñëåäóþùèõ äåéñòâèé ãðóïï íà ìíîæåñòâàõ:

(a) ãðóïïà äâèæåíèé ïëîñêîñòè íà ìíîæåñòâå îêðóæíîñòåé íà ïëîñêîñòè;

(b) ãðóïïà äâèæåíèé ïëîñêîñòè íà ìíîæåñòâå óïîðÿäî÷åííûõ ïàð ïðÿìûõ íà ïëîñêîñòè;

(c) ãðóïïà ïðîåêòèâíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïëîñêîñòè íà ìíîæåñòâå óïîðÿäî÷åííûõ òðîåê ïðÿìûõ

íà ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè;

(d) ãðóïïà ïðîåêòèâíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïëîñêîñòè íà ìíîæåñòâå óïîðÿäî÷åííûõ ÷åòâåðîê ïðÿ-

ìûõ íà ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè.

Çàäà÷à 6. Êàêèå èç ñëåäóþùèõ ïîäãðóïï íîðìàëüíû? Äëÿ íîðìàëüíûõ ïîäãðóïï íàéäèòå ñîîò-

âåòñòâóþùèå ôàêòîðãðóïïû.

(a) Ïîäãðóïïà ïàðàëëåëüíûõ ïåðåíîñîâ â ãðóïïå àôôèííûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïëîñêîñòè.

(b) Ïîäãðóïïà ïîâîðîòîâ îòíîñèòåëüíî äàííîé òî÷êè â ãðóïïå äâèæåíèé ïëîñêîñòè.

(c) Ïîäãðóïïà ïàðàëëåëüíûõ ïåðåíîñîâ è ãîìîòåòèé â ãðóïïå àôôèííûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïëîñ-

êîñòè.

Çàäà÷à 7. Ïóñòü H � ïîäãðóïïà êîíå÷íîé ãðóïïû G, a ∈ G. Äîêàçàòü, ÷òî
(a) îòîáðàæåíèå σa : gH 7→ agH åñòü ïåðåñòàíîâêà íà ìíîæåñòâå êëàññîâ ñìåæíîñòè G/H;

(b) îòîáðàæåíèå f : a 7→ σa îïðåäåëÿåò äåéñòâèå ãðóïïû G íà G/H, â ÷àñòíîñòè, f çàäàåò

ãîìîìîðôèçì G â ñèììåòðè÷åñêóþ ãðóïïó.

(c) σa ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííîé ïåðåñòàíîâêîé â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà a ïðèíàäëåæèò

ïåðåñå÷åíèþ âñåõ ïîäãðóïï, ñîïðÿæåííûõ ñ H.

(d) Ïóñòü H � ïîäãðóïïà èíäåêñà p â êîíå÷íîé ãðóïïå G. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè p � ìèíèìàëüíûé

ïðîñòîé äåëèòåëü ïîðÿäêà G, òî ïîäãðóïïà H íîðìàëüíà â G.

Çàäà÷à 8. Ïóñòü âûáðàíû äâå ãðóïïû G,H è ñ êàæäûì ýëåìåíòîì h ∈ H àññîöèèðîâàí àâòîìîð-

ôèçì φh : G → G, ïðè÷åì ñîïîñòàâëåíèå h 7→ φh ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì ãðóïïH → Aut(G). Îïðåäå-
ëèì ïîëóïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå GoφH êàê äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå G×H ñ îïåðàöèåé (g1, h1)⋆(g2, h2) =
(g1φh1(g2), h1h2).

(a) Äîêàæèòå, ÷òî ïîëóïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå Goφ H ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé.

(b) Äîêàæèòå, ÷òî {(g, eH) | g ∈ G} ⊂ G oφ H ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé ïîäãðóïïîé, à {(eG, h) |
h ∈ H} ⊂ G oφ H ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé, íî íå îáÿçàòåëüíî íîðìàëüíîé. Ïåðâàÿ èç ýòèõ ïîäãðóïï

åñòåñòâåííî èçîìîðôíà ãðóïïå G, à âòîðàÿ � ãðóïïå H.

Çàäà÷à 9. Ñóùåñòâóþò ëè íåàáåëåâû ãðóïïû ïîðÿäêîâ

(a) 15? (b) 21? (c) p2, ãäå p � ïðîñòîå? (d) p3, ãäå p � ïðîñòîå?


