
Ñåìèíàð 12. Èíäóöèðîâàííûå ïðåäñòàâëåíèÿ

Çàäà÷à 1. Ïóñòü (V, ρV ) � ïðåäñòàâëåíèå ïîäãðóïïû H ⊂ G èíäåêñà k, è ïóñòü x1, . . . , xk �
íàáîð ïðåäñòàâèòåëåé â G ëåâûõ êëàññîâ ñìåæíîñòè G/H. Îáîçíà÷èì ÷åðåç W ïðÿìóþ ñóììó
k êîïèé V , èíäåêñèðóåìûõ ëåâûìè êëàññàìè ñìåæíîñòè (òî åñòüW = V ⊕ . . .⊕ V︸ ︷︷ ︸

k

). Îïðåäåëèì

íà W äåéñòâèå ãðóïïû G ñëåäóþùèì îáðàçîì: ýëåìåíò g ïåðåâîäèò i-óþ êîïèþ V â j-óþ, åñëè
gxiH = xjH, òî åñòü åñëè gxi = xjhi äëÿ íåêîòîðîãî hi ∈ H; ñîîòâåòñòâóþùèé ëèíåéíûé
îïåðàòîð ïîëàãàåòñÿ ðàâíûì ρV (hi).

(a) Ïîêàæèòå, ÷òî òàêèì îáðàçîì âW îïðåäåëåíî ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû G (îíî íàçûâàåò-
ñÿ èíäóöèðîâàííûì ïðåäñòàâëåíèåì è îáîçíà÷àåòñÿ IndGHρV ; ïðîñòðàíñòâîW , ðàññìàòðèâàåìîå
êàê G-ìîäóëü, îáîçíà÷àåòñÿ IndGHV ).

(b) Ïîêàæèòå, ÷òî ýòî ïðåäñòàâëåíèå íå çàâèñèò îò âûáîðà ïðåäñòàâèòåëåé êëàññîâ ñìåæ-
íîñòè, òî åñòü ïðåäñòàâëåíèÿ, ïîñòðîåííûå ïî ðàçíûì ïðåäñòàâèòåëÿì êëàññîâ ñìåæíîñòè G/H,
ýêâèâàëåíòíû.

(c) Âû÷èñëèòå çíà÷åíèå õàðàêòåðà ïðåäñòàâëåíèÿ IndGHρV íà ýëåìåíòå g ∈ G â òåðìèíàõ
õàðàêòåðà ïðåäñòàâëåíèÿ χV íà ýëåìåíòàõ ãðóïïû H.

(d) ïóñòü U ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû G, χU � åãî õàðàêòåð; ResGHU îãðàíè÷åíèå ïðåäñòàâ-
ëåíèÿ U íà ïîäãðóïïó H. Äîêàæèòå ðàâåíñòâî (äâîéñòâåííîñòü Ôðîáåíèóñà):

dimHomG(Ind
G
HV, U) = 〈χIndGHV , χU〉G = 〈χV , χResGHU〉H = dimHomH(V,Res

G
HU). (1)

Çàäà÷à 2. Îïèøèòå ÿâíî ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû äèýäðà Dn, èíäóöèðîâàííûå ñ íåïðèâîäè-
ìûõ ïðåäñòàâëåíèé ïîäãðóïïû ïîâîðîòîâ.

Çàäà÷à 3. Íàïîìíèì, ÷òî ãðóïïà Ãåéçåíáåðãà Heisp ñîâïàäàåò ñ ãðóïïîé âåðõíèõ óíèòðå-

óãîëüíûõ 3× 3 ìàòðèö íàä ïîëåì Fp. Ðàññìîòðèì ïîäãðóïïó H ìàòðèö âèäà A(x, z) =
(

1 x z
0 1 0
0 0 1

)
è åå îäíîìåðíîå ïðåäñòàâëåíèå τα,γ, çàäàííîå ôîðìóëîéτα,γ(A(x, z) = αxγz, ãäå α, γ ∈ C, αp =

γp = 1, Äîêàæèòå, ÷òî èíäóöèðîâàííîå ïðåäñòàâëåíèå Ind
Heisp
H τα,γ ýêâèâàëåíòíî ïðåäñòàâëåíèþ

ρα,γ èç 3-åé êîíòðîëüíîé â ýòîì ãîäó. Äîêàæèòå ñ ïîìîùüþ äâîéñòâåííîñòè Ôðîáåíèóñà, ÷òî
îíî íåïðèâîäèìî ïðè γ 6= 1.

Êàêèå åù¼ èíäóöèðîâàííûå ïðåäñòàâëåíèÿ âàì âñòðå÷àëèñü â ýòîì ñåìåñòðå?

Çàäà÷à 4. Äîêàæèòå, ÷òî
(a) êâàçèðåãóëÿðíîå ïðåäñòàâëåíèå k[G/H] èçîìîðôíî ïðåäñòàâëåíèþ IndGHk, èíäóöèðî-

âàííîìó ñ òðèâèàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ H;
(b) IndGH(Ind

H
KV ) ' IndGKV äëÿ ëþáîé öåïî÷êè ïîäãðóïï K ⊂ H ⊂ G.

Çàäà÷à 5. Äîêàæèòå, ÷òî âñå íåîäíîìåðíûå íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ íåàáåëåâîé ãðóï-
ïû ïîðÿäêà pq � èíäóöèðîâàííûå. Ñ êàêîé ïîäãðóïïû?

Çàäà÷à 6.Ïîëüçóÿñü äâîéñòâåííîñòüþ Ôðîáåíèóñà, ïîñòðîéòå ðàçëîæåíèå íà íåïðèâîäèìûå
äëÿ êàæäîãî ïðåäñòàâëåíèÿ, èíäóöèðîâàííîãî ñ íåïðèâîäèìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ïîäãðóïïû H ⊂
G, åñëè

(a) G = S3, H = Z2; (b) G = S3, H = Z3; (c) G = S4, H = S3.

Çàäà÷à 7. Âû÷èñëèòå õàðàêòåð ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû S5, èíäóöèðîâàííîãî ñ íåïðèâîäè-
ìîãî íåòðèâèàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ öèêëè÷åñêîé ïîäãðóïïû Z5.

Çàäà÷à 8. Îïèøèòå íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû HeisN äëÿ íåïðîñòîãî ÷èñëà N .
Ïîäñêàçêà: Âñå ýòè ïðåäñòàâëåíèÿ � èíäóöèðîâàííûå.


