
Ñåìèíàð 11. Íåìíîãî ïðèëîæåíèé

Çàäà÷à 1. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè χ :=
∑

i niχi åñòü öåëî÷èñëåííàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ
õàðàêòåðîâ ãðóïïû G, (χ, χ) = 1 è χ(1) > 0, òî χ � õàðàêòåð íåïðèâîäèìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ.

Çàäà÷à 2. Ïóñòü V1, . . . , Vk � ïîëíûé ñïèñîê íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé ãðóïïû G, à
χ1, . . . , χk � ñïèñîê ñîîòâåòñâóþùèõ õàðàêòåðîâ. Ïóñòü òàêæå C � íåêîòîðûé êëàññ ñîïðÿæåííûõ
ýëåìåíòîâ â G. Äîêàæèòå, ÷òî âûïîëíåíû ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:

Åñëè g 6= e, òî
k∑
i=1

(dimVi)χi(g) = 0; (1)

k∑
i=1

χi(s)χi(t) =

{
|G|/|C|, åñëè ýëåìåíòû s, t ∈ C;
0, åñëè s è t íå ñîïðÿæåíû.

(2)

Çàäà÷à 3. Ïóñòü V � íåïðèâîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû G è C � òàêîé êëàññ ñîïðÿæåí-
íîñòè â ãðóïïå G, ÷òî |C| è dimV � âçàèìíî ïðîñòûå ÷èñëà è χV (C) 6= 0. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîé
ýëåìåíò g ∈ C äåéñòâóåò ñêàëÿðíîé ìàòðèöåé â V .

Óêàçàíèå: Âîñïîëüçóéòåñü òåì, ÷òî ÷èñëî |C|
dimV

χV (C) � öåëîå àëãåáðàè÷åñêîå; äîêàæèòå èç

ïðåäïîëîæåíèÿ çàäà÷è, ÷òî ÷èñëî χV (C)
dimV

� öåëîå àëãåáðàè÷åñêîå, ïî ìîäóëþ ìåíüøåå åäèíèöû.

Çàäà÷à 4. Ïóñòü C � êëàññ ñîïðÿæåííîñòè â G ïîðÿäêà pk, ãäå p � ïðîñòîå ÷èñëî. Äîêàæèòå,
÷òî

(a) ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäíî íåòðèâèàëüíîå íåïðèâîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå V , ðàçìåðíîñòü
êîòîðîãî íå äåëèòñÿ íà p è çíà÷åíèå χV (C) 6= 0;

Óêàçàíèå: Âîñïîëüçóéòåñü ôîðìóëîé (1).
(b) ïîäãðóïïà H ⊂ G, ïîðîæäåííàÿ ýëåìåíòàìè {ab−1|a, b ∈ C}, íîðìàëüíà â G è äåé-

ñòâóåò òðèâèàëüíûì îáðàçîì â V (ïî çàäà÷å 3).

Çàäà÷à 5. Âîñïîëüçóéòåñü ïðåäûäóùåé çàäà÷åé è äîêàæèòå òåîðåìó Áåðíñàéäà î òîì, ÷òî
ëþáàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà pkql ðàçðåøèìà.

Óêàçàíèå: Êàêîâû ìîãóò áûòü ïîðÿäêè êëàññîâ ñîïðÿæåííîñòè?

Çàäà÷à 6. Ïóñòü G íåàáåëåâà ãðóïïà ïîðÿäêà pq, ãäå p < q � ïðîñòûå ÷èñëà. Ïîëüçóÿñü
òåîðèåé ïðåäñòàâëåíèé, âûïèøèòå ñïèñîê ðàçìåðíîñòåé íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé ãðóïïû
G. Äîêàæèòå, â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ, ÷òî q − 1 äåëèòñÿ íà p.

Çàäà÷à 7. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè õàðàêòåðèñòèêà ïîëÿ k íå äåëèò ïîðÿäîê ãðóïïû G, òî äëÿ
ëþáîãî ïðåäñòàâëåíèÿ V ãðóïïû G èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî dimHomG(k[G], V ) = dimV . Âåðíî
ëè, ÷òî åñëè ïðåäñòàâëåíèå V � íåïðèâîäèìî, òî åãî êðàòíîñòü âõîæäåíèÿ â ëåâîðåãóëÿðíîå
ïðåäñòàâëåíèå k[G] ðàâíà dimV ?

Çàäà÷à 8. Ïóñòü V1 è V2 � ïàðà ïåðåñòàíîâî÷íûõ ïðåäñòàâëåíèé ïîñòðîåííûõ ïî äåéñòâèþ
ãðóïïû G íà ìíîæåñòâàõ X1 è X2. Íàéäèòå ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ñïëåòàþùèõ îïåðàòîðîâ
dimHomG(V1, V2), åñëè

(a) G = S4, X1 � ìíîæåñòâî âåðøèí òåòðàýäðà, X2 � ìíîæåñòâî ð¼áåð òåòðàýäðà;
(b) G = S5, X1 = X2 � ìíîæåñòâî íåóïîðÿäî÷åííûõ ïàð ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà

{x1, . . . , x5}.

Çàäà÷à 9. Ïîñòðîéòå ÿâíî ðàçëîæåíèå â ïðÿìóþ ñóììó íåïðèâîäèìûõ ëåâîðåãóëÿðíîãî
ïðåäñòàâëåíèå S3. Âûïèøèòå ïðîåêòîðû íà íåïðèâîäèìûå ñëàãàåìûå.


