
Ñåìèíàð 19.

Íåìíîãî î òåíçîðíîì ïðîèçâåäåíèè

Çàäà÷à 1. Äîêàæèòå, ÷òî òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå íàä k
(à) êîëåö ìíîãî÷ëåíîâ íàä k åñòü êîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ íàä k;
(á) ôàêòîðêîëåö ìíîãî÷ëåíîâ íàä k åñòü ôàêòîðêîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ íàä k.

Çàäà÷à 2. Ñôîðìóëèðóéòå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íà ïîëÿ (àëãåáðû) A,B,C, òàê ÷òîáû ñó-
ùåñòâîâàëè ñëåäóþùèå êàíîíè÷åñêèå èçîìîðôèçìû àëãåáð:

(à) (A⊕B)⊗k C ' A⊗k C ⊕B ⊗k C;
(á) A⊗B (B ⊗k C) = A⊗k C.

Çàäà÷à 3. Ïðåäúÿâèòå áàçèñ, êàê âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà íàä ïîëåì ñêàëÿðîâ â òåíçîðíîì
ïðîèçâåäåíèå

(à) C⊗R C; (á) Q[
√

3]⊗Q Q[
√

5]; (â) Q[
√

3]⊗Q Q[
√

3]; (ã) Q[
√

2 +
√

3]⊗Q Q[
√

3].
(ä) Fp2 ⊗Fp Fp2 ; (å) Fp(x)⊗Fp(xp) Fp(x).

Â êàæäîì èç ïóíêòîâ îïèøèòå óìíîæåíèå è ïðîâåðüòå, ÿâëÿåòñÿ ëè ñîîòâåòñòâóþùàÿ àë-
ãåáðà ïîëåì? ïðÿìîé ñóììîé ïîëåé?

Çàäà÷à 4. Ðàññìîòðèì ðàñøèðåíèå F ïîëÿ k, ïîëó÷åííîå ïðèñîåäèíåíèåì êîðíÿ íåïðèâî-
äèìîãî ìíîãî÷ëåíà f(x). Äîêàæèòå, ÷òî òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå L⊗k F ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé íàä
áîëüøèì ïîëåì L, èçîìîðôíîé L[x]/(f(x)). Èíûìè ñëîâàìè, äîêàæèòå èçîìîðôèçì àëãåáð:

L⊗k (k[x]/(f(x))) ' L[x]/(f(x)).

Âåðíî ëè, ÷òî óêàçàííûé âûøå èçîìîðôèçì àëãåáð ñóùåñòâóåò, åñëè
(à) f(x) � ïðèâîäèì; (á) L � àëãåáðà íàä k.

Çàäà÷à 5. Âåðíî ëè, ÷òî
(à) åñëè â ïðåäûäóùåé çàäà÷å ìíîãî÷ëåí f(x) � ñåïàðàáåëüíûé (òî åñòü íå èìååò êðàòíûõ

êîðíåé â çàìûêàíèè k̄), òî òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå L⊗k F ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé ñóììîé ïîëåé.
(á) òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå F1 ⊗k F2 ñåïàðàáåëüíûõ ðàñøèðåíèé F1, F2 ïîëÿ k ÿâëÿåòñÿ

ïðÿìîé ñóììîé ïîëåé.

Íåìíîãî î êîíå÷íîìåðíûõ àëãåáðàõ

Çàäà÷à 6. Ïóñòü R � êîíå÷íîìåðíàÿ êîììóòàòèâíàÿ àëãåáðà íàä ïîëåì k. Äîêàæèòå, ÷òî
(à) åñëè R áåç äåëèòåëåé íóëÿ, òî R ñîäåðæèò åäèíèöó;
(á) åñëè R áåç äåëèòåëåé íóëÿ, òî R � ïîëå;
(â) åñëè R áåç íèëüïîòåíòîâ, òî ëþáîé ìèíèìàëüíûé èäåàë I ⊂ R � ïîëå.
(ã) ëþáîé ïðîñòîé èäåàë â R � ìàêñèìàëüíûé.

Çàäà÷à 7. Ïóñòü R � êîììóòàòèâíàÿ àëãåáðà ñ åäèíèöåé íàä ïîëåì k. Ïóñòü ýëåìåíò e ∈ R
� èäåìïîòåíò, òî åñòü e2 = e. Äîêàæèòå, ÷òî

(à) 1− e � èäåìïîòåíò è R èçîìîðôíà ïðÿìîé ñóììå ñâîèõ ïîäàëãåáð eR è (1− e)R;
(á) ïðîèçâåäåíèå èäåìïîòåíòîâ � èäåìïîòåíò;
(â) Åñëè e � íåðàçëîæèìûé èäåìïîòåíò (òî åñòü íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñóììû äâóõ

èäåìïîòåíòîâ, ïðîèçâåäåíèå êîòîðûõ ðàâíî íóëþ) è R � êîíå÷íîìåðíàÿ ïîëóïðîñòàÿ àëãåáðà,
òî eR � ïîëå.

Çàäà÷à 8. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìàÿ ñóììà êîíå÷íûõ ðàñøèðåíèé ïîëÿ k ÿëÿåòñÿ êîììóòà-
òèâíîé ïîëóïðîñòîé k-àëãåáðîé. Âåðíî ëè îáðàòíîå, åñëè

(à)∗ chark = 0? (á)∗ chark > 2? (â)∗ k � ëþáîå?

Çàäà÷à 9.Ïðåäúÿâèòå n èäåìïîòåíòîâ, n ïðîñòûõ èäåàëîâ è n ïîäïîëåé â êîëüöå k[x]/(f1(x) . . . fn(x)),
ãäå {f1(x), . . . , fn(x)} � íàáîð èç n ðàçëè÷íûõ íåïðèâîäèìûõ ìíîãî÷ëåíîâ.


