
Ñåìèíàð 17. Êîíå÷íûå ïîëÿ

Âñþäó, ãäå íå îãîâîðåíî äîïîëíèòåëüíî ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî Fq � êîíå÷íîå ïîëå õàðàêòåðèñòèêè

p, ñîñòîÿùåå èç q = pn ýëåìåíòîâ.

Çàäà÷à 1. Äîêàæèòå, ÷òî
(a) ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n èìååò íå áîëåå n êîðíåé íàä ëþáûì ïîëåì,

(b) êîíå÷íàÿ ïîäãðóïïà ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïû ïîëÿ öèêëè÷åñêàÿ.

Çàäà÷à 2.
(a) Ïðèâåäèòå ïðèìåð ìíîãî÷ëåíà f(x) ∈ Fp[x], ïîëå ðàçëîæåíèÿ êîòîðîãî èìååò pn ýëå-

ìåíòîâ.

(b) Äîêàæèòå, ÷òî âñå ïîëÿ èç pn ýëåìåíòîâ èçîìîðôíû;

(c) Ïîêàæèòå, ÷òî îòîáðàæåíèå êîíå÷íûõ ïîëåé Fpn → Fpm ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà n|m.

Çàäà÷à 3. Ñêîëüêî ðàçëè÷íûõ ïîäïîëåé èìååò ïîëå èç 330 ýëåìåíòîâ?

Çàäà÷à 4. Ïóñòü ξ ∈ F∗q � îáðàçóþùàÿ ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïû ïîëÿ èç q ýëåìåíòîâ.

Ïóñòü Fr ⊂ Fq åãî ïîäïîëå. Äîêàæèòå, ÷òî Fq ' Fr[ξ]. Â ÷àñòíîñòè, Fq ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì

ðàñøèðåíèåì Fr.

Çàäà÷à 5. Ïóñòü f(x) íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí íàä Fq ñòåïåíè n. Âåðíî ëè, ÷òî
(a) åñëè f(x) êâàäðàòè÷åí, òî îí ðàñêëàäûâàåòñÿ íà ëèíåéíûå ìíîæèòåëè íàä Fq2 ;

(b) f(x) èìååò êîðåíü íàä ðàñøèðåíèåì Fqm òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà n|m;

(c) f(x) íåïðèâîäèì íàä Fqm òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ÷èñëà m è n âçàèìíîïðîñòû.

Çàäà÷à 6. Äîêàæèòå, ÷òî ñòåïåíü ïîëÿ ðàçëîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíà f(x) íàä êîíå÷íûì ïîëåì

F ðàâíà

(a) åãî ñòåïåíè, åñëè f(x) � íåïðèâîäèì;
(b) íàèìåíüøåìó îáùåìó êðàòíîìó ñòåïåíåé íåïðèâîäèìûõ íàä F äåëèòåëåé ìíîãî÷ëåíà

f(x).

Çàäà÷à 7. Âûïèøèòå âñå íåïðèâîäèìûå
(a) íàä F3 ìíîãî÷ëåíû, ñòåïåíü êîòîðûõ íå ïðåâîñõîäèò 3 è óòî÷íèòå, êàêèå èç íèõ îñòà-

þòñÿ íåïðèâîäèìûìè íàä F9;

(b) íàä F2 ìíîãî÷ëåíû, ñòåïåíü êîòîðûõ íå ïðåâîñõîäèò 4 è óòî÷íèòå, êàêèå èç íèõ

îñòàþòñÿ íåïðèâîäèìûìè íàä F4 è F8 ñîîòâåòñòâåííî.

Çàäà÷à 8. Äîêàæèòå, ÷òî
(a) Íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí f(x) ∈ Fq[x] äåëèò x

qn − x òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åãî

ñòåïåíü äåëèò n;
(b) âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

xq
n − x =

∏
d|n

∏
fd−íåïðèâîäèì

fd(x)

ïðîèçâåäåíèå áåð¼òñÿ ïî âñåì óíèòàðíûì íåïðèâîäèìûì ìíîãî÷ëåíàì ñòåïåíè äåëÿùåé n;
(c) qn =

∑
d|n dψ(d), ãäå ψ(d) � ÷èñëî íåïðèâîäèìûõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè d.

Çàäà÷à 9. Ïîêàæèòå, ÷òî â êîíå÷íîì ïîëå F õàðàêòåðèñòèêè p êàæäûé ýëåìåíò èìååò îäèí
è òîëüêî îäèí êîðåíü p-îé ñòåïåíè.


