
Ñåìèíàð 16. Ïðèìåðû ðàñøèðåíèé ïîëåé

Çàäà÷à 1. Ïóñòü R � àëãåáðà íàä ïîëåì k, ñîäåðæàùàÿ ðàñøèðåíèå ïîëÿ F ⊃ k. Äîêàæèòå,

÷òî dimk(R) äåëèòñÿ íà [F : k].

Çàäà÷à 2. Ïóñòü α � ýëåìåíò àëãåáðû A íàä ïîëåì k. Âåðíî ëè, ÷òî

(a) α � íå ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì íàä k òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà k[a] èçîìîðôíî
êîëüöó ìíîãî÷ëåíîâ k[x];

(b) α � àëãåáðàè÷åñêîå íàä k, åñëè k[a] ' k[x]/(µα(x)) äëÿ îäíîçíà÷íî îïðåäåë¼ííîãî

óíèòàðíîãî ìíîãî÷ëåíà µα(x);
(c) åñëè âñå ýëåìåíòû èç A àëãåáðàè÷íû, òî A � ïîëå â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà

∀α ∈ A ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí µα(x) � íåïðèâîäèì.

Çàäà÷à 3. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ àëãåáðàè÷åñêîãî ðàñøèðåíèÿ ïîëåé F ⊃ k ñîîòâåòñòâóþùåå

ðàñøèðåíèå ïîëåé ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé F(x) ⊃ k(x) òîæå àëãåáðàè÷íî è ñòåïåíè ýòèõ ðàñ-

øèðåíèé ñîâïàäàþò.

Çàäà÷à 4. Íàéäèòå ìèíèìàëüíûå ìíîãî÷ëåíû äëÿ ýëåìåíòîâ:

(a)
√
3 íàä Q; (b) 5

√
7 íàä Q; (c)

√
2 + 3

√
3 íàä Q; (d) 5 + 3i íàä R; (e) 5− 3i

íàä C; (f)
√
2 +
√
3 íàä Q; (g)

√
2 +
√
3 íàä Q[

√
2 +
√
5]; (h) x+ 2y íàä Q(x2 + y2, xy).

Çàäà÷à 5. Âû÷èñëèòå ñòåïåíü ïîëÿ ðàçëîæåíèÿ íàä Q ìíîãî÷ëåíà:

(a) 3
5
x + 7; (b) x2 − 2; (c) (x2 − a)(x2 − b); (d) x3 − 1; (e) xp − 1 äëÿ ïðîñòîãî

÷èñëà p; (f)∗ xp − a, ãäå p � ïðîñòîå, a ∈ Q è íå ÿâëÿåòñÿ p-îé ñòåïåíüþ â Q.

Çàäà÷à 6. Âû÷èñëèòå ñòåïåíü ïîëÿ ðàçëîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíà:

(a) xn − a1xn−1 + . . .+ (−1)nan ∈ k(a1, . . . , an)[x];
(b) xp − a ∈ Fp(a)[x].

Çàäà÷à 7. Ïóñòü ïîëå k -áåñêîíå÷íî. Ïóñòü µα(x) è µβ(x) � ìèíèìàëüíûå ìíîãî÷ëåíû àë-

ãåáðàè÷åñêèõ íàä k ÷èñåë α,β. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè µα(x) è µβ(x) íå èìåþò êðàòíûõ êîðíåé, òî

íàéäåòñÿ òàêîå ÷èñëî c ∈ k, ÷òî k[α + cβ] ñîâïàäàåò c k[α, β].

Çàäà÷à 8. Ïðåäúÿâèòå ïðèìèòèâíûé ýëåìåíò â ðàñøèðåíèè ïîëåé, à òàêæå íàéäèòå ñòåïåíü
äàííîãî ðàñøèðåíèÿ:

(a) Q[
√
2, i] ⊃ Q; (b) Q(x)[

√
2,
√
5] ⊃ Q(x); (c) Q[e

2πi
15 , e

2πi
21 ] ⊃ Q.


