
Âàðèàíò I.

Ãðóïïà G çàäàíà òðåìÿ îáðàçóþùèìè a, b, c è ñîîòíîøåíèÿìè a5 = b5 = c5 = e, ac = ca, bc =
cb, ab = cba. Íàøà öåëü � èçó÷èòü íåïðèâîäèìûå êîìïëåêñíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû G.

Çàäà÷à 1. Ïîêàæèòå, ÷òî ëþáîå êîìïëåêñíîå êîíå÷íîìåðíîå ïðåäñòàâëåíèå (V, ρ) ãðóïïû G èìååò

òàêîé âåêòîð v, ÷òî äëÿ íåêîòîðûõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë α è γ âûïîëíåíû ðàâåíñòâà ρ(a)v = αv è

ρ(c)v = γv; ÷åìó ìîãóò áûòü ðàâíû ÷èñëà α è γ?

Çàäà÷à 2. Ïîêàæèòå, ÷òî îïåðàòîð ρ(b) ïåðåâîäèò â ñåáÿ ìíîæåñòâî îáùèõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ

îïåðàòîðîâ ρ(a) è ρ(c) (ñî âñåâîçìîæíûìè ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè). Êàê ìåíÿþòñÿ ñîáñòâåííûå

çíà÷åíèÿ ρ(a) è ρ(c) ïðè ïðèìåíåíèè îïåðàòîðà ρ(b)?

Çàäà÷à 3. Äëÿ êàæäîé äîïóñòèìîé ïàðû (α, γ) (ñì. çàäà÷ó 1) ïîñòðîéòå ïðåäñòàâëåíèå ρα,γ ãðóïïû
G â ïðîñòðàíñòâå C5, îáëàäàþùåå ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè: à) ïåðâûé ýëåìåíò ñòàíäàðòíîãî áàçèñà

ïðîñòðàíñòâà C5 ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì âåêòîðîì äëÿ ρα,γ(a) è ρα,γ(c) ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ñî-

îòâåòñòâåííî α è γ; á) íà ñòàíäàðòíîì áàçèñå ïðîñòðàíñòâà C5 îïåðàòîð ρα,γ(b) äåéñòâóåò öèêëè÷åñêîé
ïåðåñòàíîâêîé. (Îïèøèòå ìàòðèöû ρα,γ(a), ρα,γ(b) è ρα,γ(c) è ïðîâåðüòå ñîîòíîøåíèÿ.)

Çàäà÷à 4. Äîêàæèòå, ÷òî ïðåäñòàâëåíèå ρα,γ íåïðèâîäèìî, åñëè γ ̸= 1.

Çàäà÷à 5. Âû÷èñëèòå dimHom(ρα,γ , ρα′,γ′) â çàâèñèìîñòè îò α, α′, γ, γ′.

Çàäà÷à 6. Íàéäèòå èíäåêñ êîììóòàíòà ãðóïïû G.

Çàäà÷à 7. Îïèøèòå âñå îäíîìåðíûå íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû G. Ñêîëüêî èõ?

Çàäà÷à 8. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîå íåïðèâîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû G ëèáî îäíîìåðíî, ëèáî

èçîìîðôíî îäíîìó èç ρα,γ .

Çàäà÷à 9. Ïîäâåäèòå èòîã: Ñêîëüêî âñåãî íåèçîìîðôíûõ íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé ãðóïïû G?
Êàêîâû èõ ðàçìåðíîñòè?

Âàðèàíò II.

Ãðóïïà G çàäàíà òðåìÿ îáðàçóþùèìè a, b, c è ñîîòíîøåíèÿìè a7 = b7 = c7 = e, ac = ca, bc =
cb, ab = cba. Íàøà öåëü � èçó÷èòü íåïðèâîäèìûå êîìïëåêñíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû G.

Çàäà÷à 1. Ïîêàæèòå, ÷òî ëþáîå êîìïëåêñíîå êîíå÷íîìåðíîå ïðåäñòàâëåíèå (V, ρ) ãðóïïû G èìååò

òàêîé âåêòîð v, ÷òî äëÿ íåêîòîðûõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë α è γ âûïîëíåíû ðàâåíñòâà ρ(a)v = αv è

ρ(c)v = γv; ÷åìó ìîãóò áûòü ðàâíû ÷èñëà α è γ?

Çàäà÷à 2. Ïîêàæèòå, ÷òî îïåðàòîð ρ(b) ïåðåâîäèò â ñåáÿ ìíîæåñòâî îáùèõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ

îïåðàòîðîâ ρ(a) è ρ(c) (ñî âñåâîçìîæíûìè ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè). Êàê ìåíÿþòñÿ ñîáñòâåííûå

çíà÷åíèÿ ρ(a) è ρ(c) ïðè ïðèìåíåíèè îïåðàòîðà ρ(b)?

Çàäà÷à 3. Äëÿ êàæäîé äîïóñòèìîé ïàðû (α, γ) (ñì. çàäà÷ó 1) ïîñòðîéòå ïðåäñòàâëåíèå ρα,γ ãðóïïû
G â ïðîñòðàíñòâå C7, îáëàäàþùåå ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè: à) ïåðâûé ýëåìåíò ñòàíäàðòíîãî áàçèñà

ïðîñòðàíñòâà C7 ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì âåêòîðîì äëÿ ρα,γ(a) è ρα,γ(c) ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ñî-

îòâåòñòâåííî α è γ; á) íà ñòàíäàðòíîì áàçèñå ïðîñòðàíñòâà C7 îïåðàòîð ρα,γ(b) äåéñòâóåò öèêëè÷åñêîé
ïåðåñòàíîâêîé. (Îïèøèòå ìàòðèöû ρα,γ(a), ρα,γ(b) è ρα,γ(c) è ïðîâåðüòå ñîîòíîøåíèÿ.)

Çàäà÷à 4. Äîêàæèòå, ÷òî ïðåäñòàâëåíèå ρα,γ íåïðèâîäèìî, åñëè γ ̸= 1.

Çàäà÷à 5. Âû÷èñëèòå dimHom(ρα,γ , ρα′,γ′) â çàâèñèìîñòè îò α, α′, γ, γ′.

Çàäà÷à 6. Íàéäèòå èíäåêñ êîììóòàíòà ãðóïïû G.

Çàäà÷à 7. Îïèøèòå âñå îäíîìåðíûå íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû G. Ñêîëüêî èõ?

Çàäà÷à 8. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîå íåïðèâîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû G ëèáî îäíîìåðíî, ëèáî

èçîìîðôíî îäíîìó èç ρα,γ .

Çàäà÷à 9. Ïîäâåäèòå èòîã: Ñêîëüêî âñåãî íåèçîìîðôíûõ íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé ãðóïïû G?
Êàêîâû èõ ðàçìåðíîñòè?


