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ÑÈÍÎÏÑÈÑ-2
Ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó àíàëèçó íàïèñàíî ìíîãî õîðîøèõ ó÷åáíèêîâ íà ëþáîé âêóñ. Ïîýòîìó çäåñü ÿ

ïîçâîëþ ñåáå îãðàíè÷èòüñÿ ëèøü êðàòêèì ïåðå÷èñëåíèåì îñíîâíûõ îïðåäåëåíèé è ôàêòîâ, ïðîçâó÷àâøèõ
íà ëåêöèÿõ. Åñëè îñòàþòñÿ âîïðîñû � ñïðàøèâàéòå, îáðàùàéòåñü ê ëèòåðàòóðå, à ëó÷øå âñåãî ïîïðîáóéòå
ïðèäóìàòü íåäîñòàþùåå ðàññóæäåíèå ñàìè. Èñïðàâëåíèÿ è äîïîëíåíèÿ ïðèâåòñòâóþòñÿ. Óäà÷è!

Äîêóìåíò íàõîäèòñÿ ïî àäðåñó http://vyshka.math.ru/pspdf/1112/calculus-2/synopsis2.pdf è ïå-
ðèîäè÷åñêè îáíîâëÿåòñÿ. Ðàçðåøàåòñÿ êîïèðîâàíèå è ðàñïðîñòðàíåíèå â íåèñêàæ¼ííîì âèäå ñ ëþáûìè
öåëÿìè, êðîìå ïðèñâîåíèÿ àâòîðñêèõ ïðàâ.

Íà÷àëî (1 êóðñ) õðàíèòñÿ ïî àäðåñó http://vyshka.math.ru/pspdf/1011/calculus-1/synopsis.pdf.

Ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà
Îïðåäåëåíèå 1. Ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî M ñ ìåòðèêîé � îòîáðàæåíèåì
d : M ×M → R>0, óäîâëåòâîðÿþùèì

1) d(x, y) = 0 òîëüêî ïðè x = y;
2) d(x, y) = d(y, x);
3) d(x, z) 6 d(x, y) + d(y, z).

Ïðèìåð. Ìåòðè÷åñêèìè ïðîñòðàíñòâàìè ÿâëÿþòñÿ Qn, Rn, Cn.
Ïðèìåð. Äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà X íà ìíîæåñòâàå îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé X → R ìîæíî çàäàòü ìåòðèêó
d(f, g) = sup

x∈X
|f(x)− g(x)|.

Ïðèìåð. Âñÿêîå ïîäìíîæåñòâî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà ñàìî ÿâëÿåòñÿ ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì.
Îïðåäåëåíèå 2. Ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííûì, åñëè ôóíêöèÿ d(x, y) � îãðàíè-
÷åíà. Ôóíêöèÿ f : X → M , ãäå M � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííîé, åñëè å¼ îáðàç
îãðàíè÷åí.
Îïðåäåëåíèå 3. Äëÿ ìíîæåñòâà X è ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà M îïðåäåëèì ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàí-
ñòâî B(X,M), ñîñòàâëåííîå îãðàíè÷åííûìè ôóíêöèÿìè X →M ñ ìåòðèêîé d(f, g) = sup

x∈X
d(f(x), g(x)).

Îïðåäåëåíèå 4. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ai ýëåìåíòîâ ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà M ñõîäèòñÿ ê A ∈ M ,
åñëè ∀ε > 0 ∃N ∈ N ∀n > N d(an, A) < ε.
Îïðåäåëåíèå 5. Îòîáðàæåíèå ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ M → N íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíûì ïî Ãåéíå â
òî÷êå x ∈M , åñëè îáðàç âñÿêîé ñõîäÿùåéñÿ ê x ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñõîäèòñÿ â N .
Îïðåäåëåíèå 6. Îòîáðàæåíèå ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ f : M → N íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíûì ïî Êîøè
â òî÷êå x ∈M , åñëè ∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀y : d(x, y) < δ d(f(x), f(y)) < ε.

Ïðåäëîæåíèå 1 Îïðåäåëåíèÿ Ãåéíå è Êîøè ýêâèâàëåíòíû.

Îïðåäåëåíèå 7. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî îòîáðàæåíèå ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ f : M \x→ N èìååò ïðåäåë
A ∈ N â òî÷êå x ∈M , åñëè, áóäó÷è äîîïðåäåë¼ííûì ïîñðåäñòâîì f(x) = A, îíî ñòàíåò íåïðåðûâíûì â x.
Îïðåäåëåíèå 8. Îòîáðàæåíèå ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ M → N íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíûì, åñëè îíî
íåïðåðûâíî â ëþáîé òî÷êå.
Îïðåäåëåíèå 9. Ïîäìíîæåñòâî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà U ⊂ M íàçûâàåòñÿ îòêðûòûì, åñëè äëÿ
êàæäîé òî÷êè x ∈ U íàéä¼òñÿ ε > 0, äëÿ êîòîðîãî øàð B(x, ε) = {y|d(x, y) < ε} ñîäåðæèòñÿ â U .

Ïðåäëîæåíèå 2 Îòîáðàæåíèå ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ íåïðåðûâíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
ïðîîáðàç ëþáîãî îòêðûòîãî ìíîæåñòâà îòêðûò.

Îïðåäåëåíèå 10. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ai ýëåìåíòîâ M íàçûâàåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé, åñëè

∀ε > 0 ∃N ∈ N ∀m,n > N |an − am| < ε.

Ïðåäëîæåíèå 3 Âñÿêàÿ ñõîäÿùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíäàìåíòàëüíà.

Îïðåäåëåíèå 11. Ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ ïîëíûì, åñëè âñÿêàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü â í¼ì ñõîäèòñÿ.
Ïðèìåð. Çàìêíóòûå ìíîæåñòâà â Rn, Cn ÿâëÿþòñÿ ïîëíûìè ìåòðè÷åñêèìè ïðîñòðàíñòâàìè.

Ïðåäëîæåíèå 4 Ïðîñòðàíñòâî B(X,M) ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà M ïîëíîå.

Òåîðåìà 1 (î ïîïîëíåíèè) Âñÿêîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì ïîëíîãî ìåò-
ðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà.
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Ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü
Îïðåäåëåíèå 12. Ïóñòü X � ìíîæåñòâî, M � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé
fi : X →M íàçûâàåòñÿ ðàâíîìåðíî ñõîäÿùåéñÿ ê ôóíêöèè f : X →M , åñëè

∀ε > 0 ∃N ∈ N ∀n > N, x ∈ X d(fn(x), f(x)) < ε.

Òåîðåìà 2 Ïðåäåë ðàâíîìåðíî ñõîäÿùåéñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà ìåòðè÷åñêîì
ïðîñòðàíñòâå � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ.

Ñëåäñòâèå 1 Ïóñòü fi � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé, ðàâíîìåðíî ñõîäÿùèõñÿ ê f . Òîãäà åñëè lim
x→A

fn

ñóùåñòâóåò äëÿ âñåõ n, òî îïðåäåëåíû è ðàâíû äðóã äðóãó ñëåäóþùèå âåëè÷èíû

lim
x→A

f = lim
n→∞

lim
x→A

fn.

Ñëåäñòâèå 2 Ïóñòü X � ïðîèçâîëüíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, M � ïîëíîå ìåòðè÷åñêîå ïðî-
ñòðàíñòâî. Òîãäà ïîäïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé C(X,M) ⊂ B(X,M) ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì.

Òåîðåìà 3 Ïóñòü fi : D → R � ðàâíîìåðíî ñõîäÿùàÿñÿ ê f ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé,
èíòåãðèðóåìûõ ïî Ðèìàíó íà D ⊂ Rk. Òîãäà f èíòåãðèðóåìà ïî Ðèìàíó íà D è

∫

D

f dx1 . . . dxk = lim
n→∞

∫

D

fndx1 . . . dxk

Òåîðåìà 4 Ïóñòü fi : D → R � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé íà ñâÿçíîì ïðîìåæóòêå D ⊂ R ñ íåïðå-
ðûâíûìè ïðîèçâîäíûìè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü f ′i ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðîé
ôóíêöèè, à ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fi ñõîäèòñÿ õîòÿ áû â îäíîé òî÷êå. Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fi ñõî-
äèòñÿ ê äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè f , ïðè÷¼ì äëÿ âñåõ x ∈ D âûïîëíåíî f ′(x) = lim

n→∞
f ′n(x).

Ñëåäñòâèå 3 Ïóñòü D ⊂ R. Òîãäà ïðîñòðàíñòâî Ck(D,R), ñîñòîÿùåå èç ôóíêöèé ñ íåïðåðûâíîé k-òîé
ïðîèçâîäíîé, ñ ìåòðèêîé

d(f, g) =
k∑

n=0

sup
x∈D

|f (n)(x)− g(n)(x)|

ïîëíî.

Ñëåäñòâèå 4 Ïóñòü fi : D → R � ñõîäÿùàÿñÿ ê f ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé íà ïîäìíîæåñòâå
D ⊂ Rn ñ íåïðåðûâíûìè ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷àñòíûõ
ïðîèçâîäíûõ fi ðàâíîìåðíî ñõîäÿòñÿ. Òîãäà f � äèôôåðåíöèðóåìà, è df = lim

n→∞
dfn.

Êîìïàêòíîñòü ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ
Îïðåäåëåíèå 13. Ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî M íàçûâàåòñÿ êîìïàêòíûì ïî Ãåéíå, åñëè èç âñÿêîé ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè ýëåìåíòîâ M ìîæíî âûáðàòü ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü.
Îïðåäåëåíèå 14. Ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî M íàçûâàåòñÿ êîìïàêòíûì ïî Êîøè, åñëè èç âñÿêîãî îò-
êðûòîãî ïîêðûòèÿ M ìîæíî âûáðàòü êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå.

Ïðåäëîæåíèå 5 Âñÿêîå êîìïàêòíîå ïî Ãåéíå/Êîøè ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ïîëíî.

Îïðåäåëåíèå 15. Ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâîM íàçûâàåòñÿ âïîëíå îãðàíè÷åííûì, åñëè äëÿ âñÿêîãî ε > 0
ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé íàáîð øàðîâ ðàäèóñà ε, ïîêðûâàþùèé M .

Ïðåäëîæåíèå 6 Âïîëíå îãðàíè÷åííîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî îãðàíè÷åíî.

Òåîðåìà 5 Îïðåäåëåíèÿ êîìïàêòíîñòè ïî Ãåéíå è Êîøè ðàâíîñèëüíû. Ïðè ýòîì ïðîñòðàíñòâî êîì-
ïàêòíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî ïîëíî è âïîëíå îãðàíè÷åíî.
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Òåîðåìà 6 (Àðöåë) Ïîäìíîæåñòâî C([a, b],R) âïîëíå îãðàíè÷åíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âõîäÿ-
ùèå â íåãî ôóíêöèè îãðàíè÷åíû â ñîâîêóïíîñòè:

∃C ∀f ∈ C([a, b],R) ∀x ∈ [a, b] |f(x)| < C,

è ðàâíîñòåïåííî íåïðåðûâíû:

∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀f ∈ C([a, b],R) ∀x, y ∈ [a, b] : |x− y| < δ |f(x)− f(y)| < ε.

Îïðåäåëåíèå 16. Âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä R ñ íîðìîé ‖x‖ íàçûâàåòñÿ áàíàõîâûì ïðîñòðàíñòâîì,
åñëè îíî ïîëíî îòíîñèòåëüíî ìåòðèêè d(a, b) = ‖b− a‖.
Ïðèìåð. Áàíàõîâûìè ïðîñòðàíñòâàìè ÿâëÿþòñÿ Rn, Cn, B(X,R), C(X,R), Ck(D,R).

Ëåììà 1 (î ïî÷òè ïåðïåíäèêóëÿðå) Ïóñòü L � çàìêíóòîå ñîáñòâåííîå (îòëè÷íîå îò M) ïîäïðî-
ñòðàíñòâî áàíàõîâîãî ïðîñòðàíñòâà M . Òîãäà äëÿ âñÿêîãî C < 1 íàéä¼òñÿ âåêòîð v ∈M , äëÿ êîòîðîãî
‖v‖ = 1 è d(v, L) = inf

x∈M
‖v − x‖ > C.

Òåîðåìà 7 Øàð â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå êîìïàêòåí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïðîñòðàíñòâî êî-
íå÷íîìåðíî.

Ðÿäû Ôóðüå
Îïðåäåëåíèå 17. Òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ïîëèíîì/ðÿä � ïîëèíîì/ðÿä âèäà

a0

2
+

∑
n>0

an cos(nx) + bn sin(nx) =
∑

n∈Z
cn exp(inx).

Îïðåäåëåíèå 18. Ïóñòü f : R→ R � èíòåãðèðóåìàÿ ïî Ðèìàíó ôóíêöèÿ, ïåðèîäè÷åñêàÿ ñ ïåðèîäîì 2π.
Îïðåäåëèì ðÿä Ôóðüå f êàê òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ðÿä, â êîòîðîì

cn =
1
2π

∫ π

−π
f(x) exp(−inx)dx, ÷òî ðàâíîñèëüíî an =

1
π

∫ π

−π
f(x) cos(nx)dx, bn =

1
π

∫ π

−π
f(x) sin(nx)dx.

Ïðåäëîæåíèå 7 Ïóñòü Sk = a0
2 +

k∑
n=1

an cos(nx) + bn sin(nx) =
k∑

n=−k
cn exp(inx). Òîãäà äëÿ ðÿäà Ôóðüå f

âûïîëíÿåòñÿ
Sk(x) =

∫ π

−π
f(t)Dk(x− t)dt, ãäå Dn(y) =

1
2π

sin
((
n+ 1

2

)
y
)

sin
(
y
2

) .

Ëåììà 2 (Ðèìàí) Ïóñòü f � èíòåãðèðóåìàÿ ïî Ðèìàíó ôóíêöèÿ íà [a, b]. Òîãäà

lim
λ→∞

∫ b

a

f(x) exp(iλx)dx = 0.

Òåîðåìà 8 Ïóñòü f � ïåðèîäè÷åñêàÿ èíòåãðèðóåìàÿ ïî Ðèìàíó ôóíêöèÿ ñ íåïðåðûâíîé ïðîèçâîäíîé â
îêðåñòíîñòè x. Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷àñòè÷íûõ ñóìì ðÿäà Ôóðüå f ñõîäèòñÿ â òî÷êå x ê f(x).

Òåîðåìà 9 Ïóñòü f è g � ïåðèîäè÷åñêèå èíòåãðèðóåìûå ïî Ðèìàíó ôóíêöèè, ñîâïàäàþùèå â íåêî-
òîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x. Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷àñòè÷íûõ ñóìì ðÿäîâ Ôóðüå f è g ñõîäÿò-
ñÿ/ðàñõîäÿòñÿ â òî÷êå x îäíîâðåìåííî, à åñëè ñõîäÿòñÿ, òî ê îäèíàêîâûì çíà÷åíèÿì.

Òåîðåìà 10 (Ôåéåð) Ïîëîæèì σn(x) = 1
n+1 (S0(x) + · · ·+ Sn(x)).

(i) Åñëè ïåðèîäè÷åñêàÿ èíòåãðèðóåìàÿ ïî Ðèìàíó ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà â òî÷êå x, òî äëÿ å¼ ðÿäà
Ôóðüå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü σn(x) ñõîäèòñÿ ê f(x).

(ii) Åñëè ïåðèîäè÷åñêàÿ èíòåãðèðóåìàÿ ïî Ðèìàíó ôóíêöèÿ f ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà ìíîæåñòâå
D, òî äëÿ å¼ ðÿäà Ôóðüå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü σn(x) ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ê f íà D.

Ñëåäñòâèå 5 Âñÿêàÿ íåïðåðûâíàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ðàâíîìåðíî ïðèáëèæàåòñÿ òðèãîíîìåòðè-
÷åñêèìè ìíîãî÷ëåíàìè.
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Ñëåäñòâèå 6 (Âåéåðøòðàññ) Âñÿêàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ íà îòðåçêå ðàâíîìåðíî ïðèáëèæàåòñÿ îáûê-
íîâåííûìè ìíîãî÷ëåíàìè.

Íà ðÿäû Ôóðüå ìîæíî ïîñìîòðåòü è ñ äðóãîé ñòîðîíû. Îïðåäåëèì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå íà ïðî-
ñòðàíñòâå (êóñî÷íî-)íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé ñ ïåðèîäîì 2π ïîñðåäñòâîì

(f, g) =
1
π

∫ π

−π
f(x)g(x)dx

Òîãäà ôóíêöèè sin(kx) è cos(kx) îáðàçóþò îðòîãîíàëüíûé áàçèñ â ýòîì ïðîñòðàíñòâå, à ÷àñòè÷íàÿ
ñóììà Sn ðÿäà Ôóðüå f � îðòîãîíàëüíàÿ ïðîåêöèÿ f íà ïîäïðîñòðàíñòâî, ïîðîæä¼ííîå sin(kx) è cos(kx)
ïðè k 6 n.

Ïðåäëîæåíèå 8 Ðÿä Ôóðüå íåïðåðûâíîé ôóíêöèè f ñõîäèòñÿ ê íåé â ñðåäíåì êâàäðàòè÷íîì, òî åñòü∫ π
−π(Sn − f)2dx→ 0 ïðè n→∞.

Ïðåäëîæåíèå 9 Ïóñòü ak, bk � êîýôôèöèåíòû ðÿäà Ôóðüå èíòåãðèðóåìîé ôóíêöèè f . Òîãäà
∑

k6n
a2
k + b2k 6 1

π

∫ π

−π
f(x)2dx.

Ïðè ýòîì, åñëè ðÿä Ôóðüå ñõîäèòñÿ ê f â ñðåäíåì êâàäðàòè÷íîì, òî âûïîëíåíî ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ:
∑

k

a2
k + b2k =

1
π

∫ π

−π
f(x)2dx.

Ïðèìåð. Ðÿä ∑ sin(kx)√
k

ñõîäèòñÿ ïðè âñåõ x (ïî ïðèçíàêó Äèðèõëå), íî íå ÿâëÿåòñÿ íè÷üèì ðÿäîì Ôóðüå,
òàê êàê ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ íåâîçìîæíî (ñóììà êâàäðàòîâ êîýôôèöèåíòîâ ðàñõîäèòñÿ).

Áëèæàéøàÿ çàäà÷à � ïîïîëíèòü ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé ñ òàêîé íîðìîé.

Èíòåãðàë Ëåáåãà
Äëÿ íà÷àëà äîïîëíèì îïðåäåëåíèå ìåðû Ëåáåãà äâóìÿ êðèòåðèÿìè.

Îïðåäåëåíèå 19. Ïóñòü X � îãðàíè÷åííîå ïîäìíîæåñòâî Rn. Îïðåäåëèì âåðõíþþ ìåðó

µ∗(X) = inf
E1,E2,...
∪Ei⊃X

∑
vol(Ei),

ãäå Ei � ýëåìåíòàðíûå ìíîæåñòâà, à ñóììà áåð¼òñÿ ïî êîíå÷íûì è ñ÷¼òíûì íàáîðàì òàêèõ ìíîæåñòâ.

Ïðåäëîæåíèå 10 Ïîäìíîæåñòâî ýëåìåíòàðíîãî ìíîæåñòâà X ⊂ D èçìåðèìî òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà µ∗(X) + µ∗(D \X) = vol(D). Ïðè ýòîì çíà÷åíèå ìåðû Ëåáåãà µ(X) ñîâïàäàåò ñ µ∗(X).

Ïðåäëîæåíèå 11 Îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî X èçìåðèìî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ âñÿêîãî ε > 0
íàéäóòñÿ îòêðûòîå U è çàìêíóòîå F , äëÿ êîòîðûõ U ⊃ X ⊃ F è µ(U)− µ(F ) < ε.

Îïðåäåëåíèå 20. Ôóíêöèÿ f : D → R èçìåðèìà, åñëè ïðîîáðàç ëþáîãî îòðåçêà [a, b] ⊂ R èçìåðèì.

Ïðåäëîæåíèå 12 Ïóñòü D � ìíîæåñòâî êîíå÷íîé ìåðû. Òîãäà f : D → R èçìåðèìà òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà ïðîîáðàç ëþáîãî ëó÷à (a,∞) èçìåðèì.

Ïðåäëîæåíèå 13 Ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ è ïðîèçâåäåíèå èçìåðèìûõ ôóíêöèé � èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ.
Ïîòî÷å÷íûé ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èçìåðèìûõ ôóíêöèé � èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ.

Òåîðåìà 11 (Åãîðîâ) Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èçìåðèìûõ ôóíêöèé fi ñõîäèòñÿ ïîòî÷å÷íî íà îãðà-
íè÷åííîì èçìåðèìîì ìíîæåñòâå D ⊂ Rn. Òîãäà äëÿ âñÿêîãî ε > 0 íàéä¼òñÿ èçìåðèìîå ïîäìíîæåñòâî
U ⊂ D, íà êîòîðîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî, è ïðè ýòîì µ(U) > vol(D)− ε.

Îïðåäåëåíèå 21. Èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ, ïðèíèìàþùàÿ ñ÷¼òíîå ìíîæåñòâî çíà÷åíèé, íàçûâàòñÿ ñòóïåí-
÷àòîé.

Ïðåäëîæåíèå 14 Âñÿêóþ èçìåðèìóþ ôóíêöèþ ìîæíî ðàâíîìåðíî ïðèáëèçèòü ñòóïåí÷àòûìè.
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Îïðåäåëåíèå 22. Ñòóïåí÷àòàÿ ôóíêöèÿ f íà èçìåðèìîì ìíîæåñòâå D íàçûâàåòñÿ èíòåãðèðóåìîé, åñëè
ðÿä ∑

x∈f(D)

xµ(f−1(x))

àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ. Ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ íà D íàçûâàåòñÿ èíòåãðèðóåìîé ïî Ëåáåãó, åñëè îíà ðàâíî-
ìåðíî ïðèáëèæàåòñÿ ñòóïåí÷àòûìè.

Îòìåòèì, ÷òî èíòåãðèðóåìàÿ ôóíêöèÿ èçìåðèìà êàê ïðåäåë èçìåðèìûõ ôóíêöèé.
Îïðåäåëåíèå 23. Èíòåãðàëîì Ëåáåãà ñòóïåí÷àòîé ôóíêöèè íàçûâàåòñÿ ñóììà ðÿäà xµ(f−1(x)). Åñëè
ôóíêöèÿ f ðàâíîìåðíî ïðèáëèæåíà ñòóïåí÷àòûìè, òî èõ èíòåãðàëû îáðàçóþò ôóíäàìåíòàëüíóþ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü, ïðåäåë êîòîðîé íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëîì Ëåáåãà f è îáîçíà÷àåòñÿ

∫
D
fdµ.

Ïðåäëîæåíèå 15 (i) Èíòåãðèðóåìûå ôóíêöèè îáðàçóþò âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, è èíòãåðàë ÿâëÿ-
åòñÿ ëèíåéíûì ôóíêöèîíàëîì íà í¼ì.

(ii) Ìîíîòîííîñòü: åñëè f è g èíòåãðèðóåìû è f(x) > g(x) ïðè âñåõ x, òî
∫
D
fdµ >

∫
D
gdµ.

(iii) σ-àääèòèâíîñòü: åñëè D = ∪Dn � îáúåäèíåíèå êîíå÷íîãî èëè ñ÷¼òíîãî íàáîðà èçìåðèìûõ ìíî-
æåñòâ, è µ(Dn ∩ Dm) = 0 äëÿ m 6= n, òî äëÿ âñÿêîé èíòåãðèðóåìîé f âûïîëíåíî

∫
D
fdµ =∑

n

∫
Dn

fdµ.

Ïðåäëîæåíèå 16 Ïóñòü f � èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ, φ > 0 � èíòåãðèðóåìàÿ ôóíêöèÿ, è |f | 6 φ. Òîãäà
f èíòåãðèðóåìà.

Ñëåäñòâèå 7 Èíòåãðèðóåìîñòü èçìåðèìîé ôóíêöèè f ðàâíîñèëüíà èíòåãðèðóåìîñòè |f |.

Ëåììà 3 (Íåðàâåíñòâî ×åáûø¼âà) Äëÿ êàæäîé èíòåãðèðóåìîé íåîòðèöàòåëüíîé ôóíêöèè f > 0
âûïîëíåíî

µ{x ∈ D | f(x) > C} 6 1
C

∫

D

fdµ.

Òåîðåìà 12 (Àáñîëþòíàÿ íåïðåðûâíîñòü) Ïóñòü f � ôóíêöèÿ, èíòåãðèðóåìàÿ íà îãðàíè÷åííîì
èçìåðèìîì ìíîæåñòâå D. Òîãäà äëÿ âñÿêîãî ε > 0 íàéä¼òñÿ òàêîå δ > 0, ÷òî äëÿ âñÿêîãî èçìåðèìîãî
X ⊂ D ñ µ(X) < δ âûïîëíåíî | ∫

X
fdµ| < ε.

Òåîðåìà 13 (Ëåáåã) Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èçìåðèìûõ ôóíêöèé fn ñõîäèòñÿ ê f íà îãðàíè÷åííîì
èçìåðèìîì ìíîæåñòâå D, è ïðè ýòîì ñóùåñòâóåò èíòåãðèðóåìàÿ ôóíêöèÿ φ, äëÿ êîòîðîé |fn| 6 φ.
Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

∫
D
fndµ ñõîäèòñÿ ê

∫
D
fdµ.

Òåîðåìà 14 (Á.Ëåâè) Ïóñòü f1 6 f2 6 f3 6 . . . � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èíòåãðèðóåìûõ ôóíêöèé íà
îãðàíè÷åííîì èçìåðèìîì ìíîæåñòâå D, ïðè ýòîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

∫
D
fndµ îãðàíè÷åíà. Òîãäà ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòü fn ñõîäÿòñÿ ïî÷òè âñþäó (êðîìå ìíîæåñòâà ìåðû íîëü) ê íåêîòîðîé ôóíêöèè f , è∫
D
fndµ ñõîäèòñÿ ê

∫
D
fdµ.

Òåîðåìà 15 (Ôàòó) Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èíòåãðèðóåìûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ôóíêöèé fn, äëÿ êî-
òîðûõ

∫
D
fndµ 6 K, ñõîäèòñÿ ïî÷òè âñþäó ê ôóíêöèè f , òî f èíòåãðèðóåìà è

∫
D
fdµ 6 K.

Îïðåäåëåíèå 24. Îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâî L1 êëàññîâ ñîâïàäàþùèõ ïî÷òè âñþäó èíòåãðèðóåìûõ ôóíê-
öèé íà D ñ íîðìîé ‖f‖ =

∫
D
|f |dµ.

Îïðåäåëåíèå 25. Îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâî L2 êëàññîâ ñîâïàäàþùèõ ïî÷òè âñþäó ôóíêöèé ñ èíòåãðè-
ðóåìûì êâàäðàòîì íà D ñ íîðìîé ‖f‖ =

√∫
D
f2dµ.

Ïðåäëîæåíèå 17 Âûðàæåíèå
∫
D
fg dµ îïðåäåëåíî äëÿ âñåõ f, g ∈ L2 è îïðåäåëÿåò ñêàëÿðíîå ïðîèçâå-

äåíèå íà L2.

Òåîðåìà 16 Ïðîñòðàíñòâà L1 è L2 ïîëíû.

Òåîðåìà 17 Ïîäðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé ïëîòíî â L1 è â L2.

Ñëåäñòâèå 8 Ñîïîñòàâëåíèå ôóíêöèè ðÿäà Ôóðüå óñòàíàâëèâàåò èçîìîðôèçì ïðîñòðàíñòâà L2 íà îò-
ðåçêå è ïðîñòðàíñòâà l2 ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñ ñóììèðóåìûì êâàäðàòîì.
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Ìíîãîîáðàçèÿ
Ïîïðîáóåì ñîâìåñòèòü êîîðäèíàòíûé è áåñêîîðäèíàòíûé ïîäõîä.

Îïðåäåëåíèå 26. Ïîäìíîæåñòâî M ⊂ Rn íàçûâàåòñÿ ãëàäêèì ìíîãîîáðàçèåì ðàçìåðíîñòè m â Rn,
åñëè äëÿ êàæäîé òî÷êè x ∈M ñóùåñòâóåò êàðòà � îòêðûòîå ìíîæåñòâî Ux ⊂ Rm è ãëàäêîå îòîáðàæåíèå
φx : Ux → M ñ íåâûðîæäåííûì äèôôåðåíöèàëîì â êàæäîé òî÷êå. Ìíîãîîáðàçèå íàçûâàåòñÿ k-ãëàäêèì,
áåñêîíå÷íî ãëàäêèì, è.ò.ä., åñëè òàêîâûìè ÿâëÿþòñÿ îòîáðàæåíèÿ φx.

Ïðåäëîæåíèå 18 Â îïðåäåëåíèè âûøå ìîæíî ïîëîæèòü Ux = Rm.

Ïðèìåð. Ñîãëàñíî òåîðåìå î íåÿâíîé ôóíêöèè, íóëè îòîáðàæåíèÿ Rn → Rk ñ äèôôåðåíöèàëîì ðàíãà k
ÿâëÿþòñÿ ãëàäêèì ìíîãîîáðàçèåì.
Îïðåäåëåíèå 27. Ìíîãîîáðàçèå ðàçìåðíîñòè m çàäà¼òñÿ àòëàñîì � íàáîðîì îòêðûòûõ ìíîæåñòâ Ui ⊂
Rm, i ∈ I ñ âûäåëåííûìè ïîäìíîæåñòâàìè Uij ⊂ Ui (âîçìîæíî, ïóñòûìè) è ãîìåîìîðôèçìàìè φij : Uij →
Uji, óäîâëåòâîðÿþùèìè φij ◦φjk = φik íà îáëàñòè îïåðåäåëåíèÿ ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòè. Êàê òîïîëîãè÷åñêîå
ïîðîñòðàíñòâî îíî çàäà¼òñÿ ñêëåéêîé òî÷åê x ñ φij(x). Ìíîãîîáðàçèå íàçûâàåòñÿ k-ãëàäêèì, áåñêîíå÷íî
ãëàäêèì, è.ò.ä., åñëè òàêîâûìè ÿâëÿþòñÿ îòîáðàæåíèÿ φij .

Ïðåäëîæåíèå 19 Äëÿ ìíîãîîáðàçèÿ â Rn ìîæíî âçÿòü I = M , φxy = φ−1
y ◦ φx.

Ëåììà 4 (Ðàçáèåíèå åäèíèöû) Ïóñòü U1, . . . , Un � ïîêðûòèå êîìïàêòíîãî ìíîãîîáðàçèÿ M îòêðû-
òûìè ìíîæåñòâàìè. Òîãäà íàéäóòñÿ áåñêîíå÷íî ãëàäêèå ôóíêöèè f1, . . . , fn, äëÿ êîòîðûõ f1+· · ·+fn = 1
è fi = 0 âíå Ui.

Òåîðåìà 18 (Óèòíè (ñëàáàÿ âåðñèÿ)) Âñÿêîå êîìïàêòíîå (êàê òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî) ãëàä-
êîå ìíîãîîáðàçèå ìîæíî âëîæèòü â Rn.

Îïðåäåëåíèå 28. Ïóñòü M è N � ãëàäêèå ìíîãîîáðàçèÿ, çàäàííûå êàðòàìè Ui è Vj , f : M → N �
îòîáðàæåíèå. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî îòîáðàæåíèå f ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì (k-ãëàäêèì, àíàëèòè÷åñêèì, etc.),
åñëè òàêîâûì ÿâëÿþòñÿ îãðàíè÷åíèÿ fij : Ui → Vj .
Îïðåäåëåíèå 29. Êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî TxM ê ìíîãîîáðàçèþ M ⊂ Rn â òî÷êå x ∈ M � îáðàç
dφx : Rm → Rn.
Îïðåäåëåíèå 30. Êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî TxM ê ìíîãîîáðàçèþ M â òî÷êå x ∈ M � êëàññ ýêâè-
âàëåíòíîñòè ãëàäêèõ îòîáðàæåíèé π : [−1, 1] → M ñ π(0) = x, îòíîñèòåëüíî π1 ∼ π2, åñëè â êàðòå,
ñîäåðæàùåé x, ðàññòîÿíèå ìåæäó π1(t) è π2(t) ïðèíàäëåæèò o(t).

Ïðåäëîæåíèå 20 Äâà îïðåäåëåíèÿ âûøå ýêâèâàëåíòíû äëÿ ìíîãîîáðàçèÿ â Rn, îòîáðàæåíèå èç êëàññà
π â Rn çàäà¼òñÿ êàê d0π(e), ãäå e � åäèíè÷íûé âåêòîð.

Îïðåäåëåíèå 31. Ïóñòü f : M → N � ãëàäêîå îòîáðàæåíèå. Òîãäà åãî äèôôåðåíöèàë dxf : TxM →
Tf(x)N îïðåäåëÿåòñÿ íà êëàññàõ êðèâûõ, êàê ïåðåâîäÿùåå ïðåäñòàâèòåëü π â f ◦ π.

Ïðåäëîæåíèå 21 Äèôôåðåíöèàë îïðåäåë¼í êîððåêòíî è ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì îòîáðàæåíèåì. Äëÿ ìíî-
ãîîáðàçèÿ â Rn â êàðòàõ Ux

φx−→M è Vy
ψy−→ N îí çàäàà¼òñÿ êîìïîçèöèåé dψy ◦ d(ψ−1

y ◦ f ◦ φx) ◦ (dφx)−1.

Îäíî èç ïðàêòè÷åñêèõ ïðèìåíåíèé ýòîãî ôîðìàëèçìà � çàäà÷à îá óñëîâíîì ýêñòðåìóìå. Ïóñòü çàäàíû
ôóíêöèè f, F1, . . . , Fk : Rn → R, çàäà÷à � íàéòè ëîêàëüíûå ýêñòðåìóìû f íà ìíîæåñòâå ðåøåíèé ñèñòåìû
óðàâíåíèé F1 = · · · = Fk = 0. Îáúåäèíèì ôóíêöèè Fi â îòîáðàæåíèå F : Rn → Rk.

Ïðåäëîæåíèå 22 Ïóñòü M = F−1(0) � ìíîæåñòâî ðåøåíèé. Òîãäà åñëè ðàíã dxF ðàâåí k, òî M �
ìíîãîîáðàçèå, è TxM � ìíîæåñòâî íóëåé dxF .

Ïðåäëîæåíèå 23 Ïóñòü ðàíã dxF ðàâåí k. Òîãäà åñëè x � óñëîâíûé ýêñòðåìóì f , òî îãðàíè÷åíèå df
íà TxM ðàâíî íóëþ.

Ñëåäñòâèå 9 Ïóñòü ðàíã dxF ðàâåí k, x � óñëîâíûé ýêñòðåìóì f . Òîãäà íàéäóòñÿ òàêèå λ1, . . . , λk,
÷òî dx(f − λ1F1 − · · · − λkFk) = 0. Ôóíêöèþ L = f − λ1F1 − · · · − λkFk íàçûâàþò ôóíêöèåé Ëàãðàíæà.

Òåîðåìà 19 Ïóñòü â òî÷êå x âûïîëíåíî dxL = 0 äëÿ íåêîòîðûõ λ1, . . . , λk. Ðàññìîòðèì îãðàíè÷åíèå
d
(2)
x L íà TxM . Òîãäà åñëè ýòà áèëèíåéíàÿ ôîðìà ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà, òî x � óñëîâíûé ëîêàëüíûé

ìèíèìóì, åñëè îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíà, òî ìàêñèìóì, åñëè ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ ðàçëè÷íûõ çíàêîâ,
òî x íå ÿâëÿåòñÿ ýêñòðåìóìîì. Ñëó÷àé ïîëóîïðåäåë¼ííîé ôîðìû òðåáóåò îòäåëüíîãî ðàññìîòðåíèÿ.
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Äèôôåðåíöèàëüíûå ôîðìû.

Âñïîìíèì îïðåäåëåíèÿ èç ëèíåéíîé àëãåáðû.
Îïðåäåëåíèå 32. Ïóñòü V � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî. Îïðåäåëèì âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ⊗kV ∗ êàê
îáðàçîâàííîå ôóíêöèÿìè π : V ×· · ·×V → R, ëèíåéíûìè ïî êàæäîìó èç k àðãóìåíòîâ. Òàêæå îïðåäåëèì
ïîäïðîñòðàíñòâî ∧kV ∗ ⊂ ⊗kV ∗, îáðàçîâàííîå êîñîñèììåòðè÷íûìè ôóíêöèÿìè (ìåíÿþùèìè çíàê ïðè
ïåðåñòàíîâêå ëþáûõ äâóõ àðãóìåíòîâ).
Îïðåäåëåíèå 33. Ïóñòü π1 ∈ ⊗kV ∗, π2 ∈ ⊗lV ∗. Îïðåäåëèì ýëåìåíò π1 ⊗ π2 ∈ ⊗k+lV ∗ êàê ôóíêöèþ
π1 ⊗ π2(v1, . . . , vk, u1, . . . , ul) = π1(v1, . . . , vk)π2(u1, . . . , ul).

Ïóñòü äîïîëíèòåëüíî π1 ∈ ∧kV ∗, π2 ∈ ∧lV ∗. Îïðåäåëèì ýëåìåíò π1 ∧ π2 ∈ ∧k+lV ∗, ïîëàãàÿ π1 ∧ π2 =
(k+l)!
k!l! Alt(π1 ⊗ π2).

Ïðåäëîæåíèå 24 Îïåðàöèè ⊗ è ∧ îïðåäåëÿþò ñòðóêòóðó àññîöèàòèâíîé àëãåáðû íà âåêòîðíûõ ïðî-
ñòðàíñòâàõ

⊕
k ⊗kV ∗ è

⊕
k ∧kV ∗ ñîîòâåòñòâåííî.

Ïðåäëîæåíèå 25 Ïóñòü ðàçìåðíîñòü V ðàâíà d. Òîãäà ðàçìåðíîñòü ⊗kV ∗ ðàâíà dk, a ðàçìåðíîñòü
∧kV ∗ ðàâíà Ckd (â ÷àñòíîñòè, íóëþ ïðè k > d). À îòîáðàæåíèå àëüòåðíèðîâàíèÿ Alt : ⊗kV ∗ → ⊗kV ∗,
îïðåäåë¼ííîå êàê

Alt(π)(v1, . . . , vk) =
1
n!

∑

σ∈Sn

Sign(σ)π(vσ(1), . . . , vσ(k)),

ÿâëÿåòñÿ ïðîåêòîðîì íà ∧kV ∗.
Ïðåäëîæåíèå 26 Ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå φ : U → V çàäà¼ò ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå φ∗,k : ⊗kV ∗ →
⊗kU∗ ïîñðåäñòâîì φ∗,k(π)(u1, . . . , uk) = π(φ(u1), . . . , φ(uk)). Ïðè ýòîì φ∗,k ïåðåâîäèò ∧kV ∗ â ∧kU∗.
Ïðåäëîæåíèå 27 Ïóñòü V � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè d, A : V → V � îïåðàòîð. Òîãäà
ñêàëÿð A∗,d ðàâåí îïðåäåëèòåëþ A.

Âåðí¼ìñÿ ê ìíîãîîáðàçèÿì.
Îïðåäåëåíèå 34. Ïóñòü M � ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå. Òîãäà äèôôåðåíöèàëüíàÿ k-ôîðìà ω íà M � îòîá-
ðàæåíèå, ñîïîñòàâëÿþùåå êàæäîé òî÷êå x ∈ M ýëåìåíò ωx ∈ ∧k(TxM)∗. Íåïðåðûâíîñòü, ãëàäêîñòü è
àíàëèòè÷íîñòü äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìû îïðåäåëÿåòñÿ â ñîîòâåòñòâóþùåé êàðòå, ãäå TxM îòîæäåñòâ-
ëåíî ñ åâêëèäîâûì ïðîñòðàíñòâîì. Ïðîñòðàíñòâî ãëàäêèõ k-ôîðì íà M îáîçíà÷àåòñÿ Ωk(M).
Ïðèìåð. Âñÿêàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ 0-ôîðìîé.
Ïðèìåð. Äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè ÿâëÿåòñÿ 1-ôîðìîé.
Ïðèìåð.Äëÿ ìíîãîîáðàçèÿM â Rn ðàçìåðíîñòèm îïðåäåëåíà ôîðìà îáú¼ìà dS, äëÿ êîòîðîé dSx(v1, . . . , vm)
ðàâåí êâàäðàòíîìó êîðíþ èç îïðåäåëèòåëÿ ìàòðèöû Ãðàììà ((vi, vj)).
Îïðåäåëåíèå 35. Ïóñòü ω � k-ôîðìà íà M , à η � l-ôîðìà. Îïðåäåëèì k + l-ôîðìó ω ∧ η, ïîëàãàÿ äëÿ
x ∈M (ω ∧ η)x = ωx ∧ ηx
Ïðåäëîæåíèå 28 Âñÿêàÿ k-ôîðìà íà ïîäìíîæåñòâå Rn èìååò âèä

∑

16i1<···<ik6n
fi1,...,indxi1 ∧ · · · ∧ dxik .

Íåïðåðûâíîñòü, ãëàäêîñòü è àíàëèòè÷íîñòü òàêîé ôîðìû îïðåäåëÿåòñÿ ïî àíàëîãè÷íûì ñâîéñòâàì
ôóíêöèé fi1,...,in : Rn → R.

Îïðåäåëèì îïåðàöèè íà ôîðìàõ.
Îïðåäåëåíèå 36. Ïóñòü φ : M → N � îòîáðàæåíèå ìíîãîîáðàçèé, ω � k-ôîðìà íà N . Òîãäà φ∗(ω) �
k-ôîðìà íà M , äëÿ êîòîðîé φ∗(ω)x(v1, . . . , vk) = ωφ(x)(dxφ(v1), . . . , dxφ(vk)).

Ïðåäëîæåíèå 29 Èìååì φ∗(ω ∧ η) = (φ∗ω) ∧ (φ∗η).

Îïðåäåëåíèå 37. Âåêòîðíîå ïîëå ξ íà ìíîãîîáðàçèè M � îòîáðàæåíèå, ñîïîñòàâëÿþùåå êàæäîé òî÷êå
x ∈ M ýëåìåíò ξx ∈ TxM . Íåïðåðûâíîñòü, ãëàäêîñòü è àíàëèòè÷íîñòü âåêòîðíîãî ïîëÿ îïðåäåëÿåòñÿ â
ñîîòâåòñòâóþùåé êàðòå.
Îïðåäåëåíèå 38. Äëÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ ξ îïðåäåëèì ñâ¼ðòêó ιξ : Ωk+1(M) → Ωk(M), äëÿ êîòîðîé
(ιξω)x(v1, . . . , vk) = ωx(ξx, v1, . . . , vk).

Ïðåäëîæåíèå 30 Âûðàæåíèå ιξω ëèíåéíî ïî ξ è ω. Äëÿ k-ôîðìû ω è l-ôîðìû η âûïîëíÿåòñÿ òîæäå-
ñòâî ιξ(ω ∧ η) = ιξ(ω) ∧ η + (−1)kω ∧ ιξ(η).
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Îïðåäåëåíèå 39. Èç êóðñà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé èçâåñòíî, ÷òî äëÿ âñÿêîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ
ξ íà êîìïàêòíîì ìíîãîîáðàçèè M íàéä¼òñÿ ñåìåéñòâî äèôôåîìîðôèçìîâ φt : M → M , t ∈ U ⊂ R, äëÿ
êîòîðûõ dφ

dt (x) = ξx.
Äëÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ ξ îïðåäåëèì ïðîèçâîäíóþ Ëè Lξ : Ωk(M) → Ωk(M), ïåðåâîäÿùåå ôîðìó ω â

d
dt (φ∗tω)

∣∣
t=0

.
Ïðåäëîæåíèå 31 Âûðàæåíèå Lξω ëèíåéíî ïî ω. Äëÿ k-ôîðìû ω è l-ôîðìû η âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâî
Lξ(ω ∧ η) = Lξ(ω) ∧ η + ω ∧ Lξ(η).

Òåïåðü äîñòàòî÷íî âû÷èñëèòü ïðîèçâîäíóþ Ëè äëÿ ôóíêöèé è 1-ôîðì. Ýòî ëåãêî ñäåëàòü, çàìåòèâ,
÷òî ïðîèçâîäíàÿ Ëè ôóíêöèè ñîâïàäàåò ñ ïðîèçâîäíîé ïî íàïðàâëåíèþ, è d(φ∗t f) = d(f ◦ φt) = φ∗t df ,
ñëåäîâàòåëüíî, Lvdf = d(Lvf), â ÷àñòíîñòè, Lξω ëèíåéíî è ïî ξ.
Ïðåäëîæåíèå 32 Â Rn èìååì Lf ∂

∂xi

g = f ∂g
∂xi

, Lf ∂
∂xi

dxj = δijdf .

Ïðåäëîæåíèå 33 Ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî ñåìåéñòâî îòîáðàæåíèé d : Ωk(M) → Ωk+1(M), 0 6 k 6
dim(M), äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíî

1) d ◦ d = 0;
2) äëÿ ôóíêöèè f ∈ Ω0(M) èìååì d(f) = df ;
3) äëÿ ω ∈ Ωk(M), η ∈ Ωl(M) èìååì d(ω ∧ η) = (dω) ∧ η + (−1)kω ∧ (dη).

Ïðåäëîæåíèå 34 Äëÿ ãëàäêîãî îòîáðàæåíèÿ ìíîãîîáðàçèé φ : N → M è ãëàäêîé ôîðìû ω íà M
âûïîëíåíî φ∗(dω) = d (φ∗ω).
Òåîðåìà 20 (Ôîðìóëà Êàðòàíà) Äëÿ âñÿêîé ôîðìû ω è âåêòîðíîãî ïîëÿ ξ âûïîëíåíî

Lξω = ιξdω + d(ιξω).

Òåîðåìà 21 (Ëåììà Ïóàíêàðå) Äëÿ M = Rn îáðàç îòîáðàæåíèÿ d : Ωk−1(M) → Ωk(M) ñîâïàäàåò ñ
ÿäðîì îòîáðàæåíèÿ d : Ωk(M) → Ωk+1(M).

Èíòåãðèðîâàíèå íà ìíîãîîáðàçèÿõ.
Îïðåäåëåíèå 40. Ìíîãîîáðàçèå íàçûâàåòñÿ îðèåíòèðîâàííûì, åñëè äëÿ íåãî çàäàí àòëàñ, â êîòîðîì äëÿ
ôóíêöèé ïåðåõîäà φij âûïîëíåíî det(dxφij) > 0. Äâà òàêèõ àòëàñà íàçîâ¼ì ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ýòî æå
âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ïåðåõîäà ñ êàðò îäíîãî àòëàñà íà äðóãîé. Ìíîãîîáðàçèå íàçûâàåòñÿ îðèåíòèðóåìûì,
åñëè ó íåãî ñóùåñòâóåò òàêîé àòëàñ.
Ïðåäëîæåíèå 35 Äëÿ ñâÿçíîãî îðèåíòèðóåìîãî ìíîãîîáðàçèÿ ñóùåñòâóþò ðîâíî äâà êëàññà ýêâèâà-
ëåíòíîñòè àòëàñîâ, ïðè ýòîì äëÿ ôóíêöèé ïåðåõîäà ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ êàðòàìè íåýêâèâàëåíòíûõ
àòëàñîâ âûïîëíÿåòñÿ det(dxφij) < 0

Îïðåäåëåíèå 41. Ïóñòü M � îðèåíòèðîâàííîå êîìïàêòíîå ìíîãîîáðàçèå ðàçìåðíîñòè m, ω � m-ôîðìà
íà M . Îïðåäåëèì èíòåãðàë ω ïî ìíîãîîáðàçèþ M ñëåäóþùèì ñïîñîáîì. Âûáåðåì èç àòëàñà M êîíå÷íîå
ïîêðûòèå U1, . . . Un, ïóñòü f1, . . . , fn � ðàçáèåíèå åäèíèöû, ñîîòâåòñòâóþùåå ýòèì ìíîæåñòâîì. Òîãäà
ôîðìà φ∗i (fiω) ïðèìåò âèä Fidx1 ∧ · · · ∧ dxm, ãäå Fi ðàâíà íóëþ âíå íåêîòîðîãî êîìïàêòíîãî ìíîæåñòâà
Di (ìîæíî ñ÷èòàòü åãî êóáîì). Ïîëîæèì

∫

M

ω =
∑

i

∫

Di

Fidµ,

ãäå µ � ìåðà Ëåáåãà íà Rm.
Ïðåäëîæåíèå 36 Èíòåãðàë íå èçìåíèòñÿ, åñëè âçÿòü äðóãîå ðàçáèåíèå åäèíèöû, à òàêæå åñëè çàìå-
íèòü àòëàñ íà ýêâèâàëåíòíûé.
Îïðåäåëåíèå 42. Ìíîãîîáðàçèå ñ êðàåì çàäà¼òñÿ àíàëîãè÷íî ïîñðåäñòâîì ïîäìíîæåñòâ ïðîñòðàíñòâà
Ui ⊂ Rm è ïîëóïðîñòðàíñòâà U ′j ⊂ H = {(x1, . . . , xm) ∈ Rm|x1 6 0}. È â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ñ÷èòàòü
Ui = Rm, U ′j = H.
Ïðåäëîæåíèå 37 Îáðàç ãðàíèöû H ìíîãîîáðàçèÿ ñ êðàåì M ðàçìåðíîñòè m íàñëåäóåò ñòðóêòóðó
ìíîãîîáðàçèÿ ðàçìåðíîñòè m − 1 òàêîé æå ãëàäêîñòè. Îí íàçûâàåòñÿ êðàåì M è îáîçíà÷àåòñÿ ∂M .
Ïðè ýòîì îðèåíòèðîâàííûé àòëàñ M çàäà¼ò îðèåíòèðîâàííûé àòëàñ ∂M .
Òåîðåìà 22 (Ñòîêñ) Äëÿ (m − 1)-ôîðìû ω íà îðèåíòèðîâàííîì ìíîãîîáðàçèè M ðàçìåðíîñòè m âû-
ïîëíåíî ∫

∂M

ω =
∫

M

dω.


