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Çàíÿòèå è çàäàíèå 2
Çàäà÷à 1. a)Ðàçëîæèòå â ðÿä Òåéëîðà â íóëå ôóíêöèþ (1 + x)4.
b) Ðàçëîæèòå â ðÿäû Ôóðüå ïî ñèñòåìàì E è SC ñëåäóþùèå ôóíêöèè: cos2 x, sin3 x.
Çàäà÷à 2. Ïóñòü P (z) = a0 + a1z + · · ·+ anzn, ak ∈ C.
a) Ðàçëîæèòå â ðÿä Ôóðüå ôóíêöèþ fr(θ) = P (reiθ).
b)Áóäåò ëè îòîáðàæåíèå R+ → L2(S

1), r → fr íåïðåðûâíûì?
Çàäà÷à 3. Ïóñòü

(1) F (z) =
∞∑

k=0

akz
k,

∞∑

k=0

|ak|2 < ∞.

Ïîëîæèì fr(θ) = F (reiθ).
a)Îöåíèòå ñíèçó ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ðÿäà (1).
b)Äîêàæèòå, ÷òî fr ∈ L2(S

1) ïðè âñåõ r ∈ [0, 1].
c) Áóäåò ëè îòîáðàæåíèå [0, 1] → L2(S

1), r → fr íåïðåðûâíûì?
Çàäà÷à 4. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ f(x) =

∞∑
k=0

cke
ikx, ãäå

∑ |ck| < ∞. Äîêàæèòå, ÷òî îíà
ïðîäîëæàåòñÿ íåïðåðûâíî ôóíêöèåé, ãîëîìîðôíîé â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè, è îöåíèòå
ñâåðõó åå ìîäóëü.
Çàäà÷à 5. Ðàçëîæèòå â ðÿä Ôóðüå ïî áàçèñó e2πi k

l
x, k ∈ Z, ôóíêöèþ ñ ïåðèîäîì 2πl.

Çàäà÷à 6. Âûðàçèòå êîðíè èç åäèíèöû k-òîé ñòåïåíè ÷åðåç êîìïëåêñíóþ ýêñïîíåíòó. Íàé-
äèòå èõ ñóììó.
Çàäà÷à 7. Çàïèøèòå ýðìèòîâî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â îðòîíîðìàëüíîì áàçèñå.
Çàäà÷à 8. Âîññòàíîâèòå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå (u, v) è ýðìèòîâó ôîðìó 〈u, v〉 ïî çíà÷å-
íèÿì èõ êâàäðàòè÷íûõ ôîðì (v, v) è 〈v, v〉.
Çàäà÷à 9. Ïóñòü 〈u, v〉 � ýðìèòîâà ôîðìà íà Cn.
a)Äîêàæèòå, ÷òî Re 〈u, v〉� ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå, à Im 〈u, v〉� ñèìïëåêòè÷åñêàÿ (íåâû-
ðîæäåííàÿ êîñîñèììåòðè÷åñêàÿ) ôîðìà íà R2n ∼= Cn.
b)Âîññòàíîâèòå 〈u, v〉 ïî Im 〈u, v〉 è îïåðàòîðó óìíîæåíèÿ íà êîìïëåêñíîå ÷èñëî i.
c∗)Âîññòàíîâèòå îïåðàòîð óìíîæåíèÿ íà i ïî Re 〈u, v〉 è Im 〈u, v〉.
d∗)Ìîæíî ëè âîññòàíîâèòü 〈u, v〉 ïî Re 〈u, v〉 èëè Im 〈u, v〉, íå èñïîëüçóÿ óìíîæåíèå íà i?
Çàäà÷à 10. Äëÿ êàêèõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé F : R → C ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà çàäà¼ò
ýðìèòîâó ôîðìó íà ïðîñòðàíñòâå ôèíèòíûõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé R→ C:

〈f, g〉 =

∫

R
f(x)g(x)F (x)dx?

Çàäà÷à 11. Â ïðîñòðàíñòâå l2 ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñ ñóììèðóåìûì êâàäðàòîì ïîñòðîéòå
a) áàçèñ, ñîñòîÿùèé èç ôèíèòíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé;
b∗) áàçèñ, íå ñîäåðæàùèé ôèíèòíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé;
c∗) ïîëíóþ ëèíåéíî íåçàâèñèìóþ ñèñòåìó ôèíèòíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, íå ÿâëÿþùóþñÿ
áàçèñîì.
Çàäà÷à 12∗ (Íîâîå è ñòàðîå îïðåäåëåíèå L2(R)). a∗)Äîêàæèòå, ÷òî ó êàæäîãî ýëå-
ìåíòà F ∈ L2(R) åñòü ïðåäñòàâèòåëü â âèäå ôóíêöèè f : R→ R ñî ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì:
åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü gi ∈ C0

2(R) ñõîäèòñÿ ê F , òî íà ëþáîì îòðåçêå [a, b] ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü gi ñõîäèòñÿ ê f â L2([a, b]).
b∗)Äîêàæèòå, ÷òî äâà ïðåäñòàâèòåëÿ ñ òàêèì ñâîéñòâîì îòëè÷àþòñÿ íà ìíîæåñòâå ìåðû
íîëü.


