
Àíàëèç II 16 ìàÿ

Çàíÿòèå è çàäàíèå 14
Çàäà÷à 1. Ïðîèíòåãðèðóéòå ïî ïîëóñôåðå {(x, y, z)|x2 + y2 + z2 = 1, z > 0} ñëåäóþùèå
ôîðìû (îðèåíòàöèþ çàäàéòå ïðîèçâîëüíî):
a) dx ∧ dy;
b)xdy ∧ dz;
c) zdx ∧ dy.
Çàäà÷à 2. a)Äîêàæèòå, ÷òî íåïðåðûâíûå âíåøíèå ôîðìû â Rn îáðàçóþò àëãåáðó Ω(Rn)
íàä R îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ è âíåøíåãî óìíîæåíèÿ.
b∗)Äîêàæèòå, ÷òî Ω(Rn) íå èçîìîðôíî Ω(Rm) ïðè n 6= m.
c)Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ãëàäêîãî îòîáðàæåíèÿ f : Rn → Rm îáðàòíûé îáðàç f ∗

ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì àëãåáð Ω(Rn) → Ω(Rm).
d)Âûðàçèòå (f ◦ g)∗ ÷åðåç f ∗ è g∗.
e)Äîêàæèòå, ÷òî åñëè f � äèôôåîìîðôèçì Rn → Rn, òî f ∗ ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì
àëãåáð.
f ∗∗)Âåðíî ëè îáðàòíîå?
Çàäà÷à 3. Äëÿ äèôôåîìîðôèçìà h : K → K êóáà íà ñåáÿ ïðîâåðüòå ôîðìóëó

∫

K

h∗ω = ±
∫

K

ω,

ãäå çíàê â ïðàâîé ÷àñòè ïëþñ, åñëè h ñîõðàíÿåò îðèåíòàöèþ, è ìèíóñ èíà÷å.
Çàäà÷à 4. a)Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîé íåïðåðûâíîé íå òîæäåñòâåííî íóëåâîé âíåøíåé
ôîðìû ω â Rn íàéä¼òñÿ ñèíãóëÿðíûé êóá K, äëÿ êîòîðîãî

∫
K ω 6= 0.

b)Âåðíî ëè, ÷òî äëÿ ëþáîãî íå òîæäåñòâåíîãî ñèíãóëÿðíîãî êóáà K â Rn íàéä¼òñÿ íåïðå-
ðûâíàÿ âíåøíÿÿ ôîðìà ω, äëÿ êîòîðîé

∫
K ω 6= 0?

Çàäà÷à 5. Êàêîâ ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë èíòåãðàëà ôîðìû

dx1 ∧ dx2 + dx3 ∧ dx4 + · · ·+ dx2n−1 ∧ dx2n

ïî äâóìåðíîé ïîâåðõíîñòè â R2n?
Ïîäñêàçêà: âûðàçèòå îòâåò ÷åðåç ïëîùàäè.
Çàäà÷à 6. a)Äîêàæèòå, ÷òî äèôôåðåíöèàë d � êîððåêòíî çàäàííîå ëèíåéíîå îòîáðàæå-
íèå èç ïðîñòðàíñòâà k-ôîðì â ïðîñòðàíñòâî k + 1-ôîðì.
b)Ïðîâåðüòå, ÷òî d ◦ d = 0.
c) (Ïðàâèëî Ëåéáíèöà). Äëÿ k-ôîðìû ω è l-ôîðìû η äîêàæèòå, ÷òî d(ω ∧ η) = (dω) ∧ η +
(−1)kω ∧ (dη).
d)Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî îòîáðàæåíèÿ φ âûïîëíÿåòñÿ dφ∗(ω) = φ∗(dω).
Çàäà÷à 7. a)Äîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèå óñëîâèÿ íà ôóíêöèþ f : D ⊂ C→ C ýêâèâàëåíò-
íû:

1) f ãîëîìîðôíà;
2) df èìååò âèä gdz;
3) ôîðìà fdz çàìêíóòà;

b) äëÿ ëþáîé ëè îáëàñòè D ýòî ðàâíîñèëüíî òî÷íîñòè ôîðìû fdz?
Çàäà÷à 8. Ïóñòü η � ôîðìà íå÷¼òíîãî ïîðÿäêà, D(ω) = dω + η ∧ ω. Íàéäèòå óñëîâèå íà
ôîðìó η, äëÿ êîòîðîé D ◦D = 0.


