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Çàíÿòèå è çàäàíèå 1

Çàäà÷à 1. a)Äîêàæèòå, ÷òî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå íà R2, çàäàííîå ïðàâèëîì (u, v) =
|u||v| cos∠(u, v), óäîâëåòâîðÿåò àêñèîìàì ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ.

b)Ïðîâåðüòå àêñèîìû äëÿ ýðìèòîâà ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ. Ïî÷åìó íåëüçÿ îáîéòèñü
áåç ÷åðòû?

Çàäà÷à 2. Êîìïàêòíà ëè åäèíè÷íàÿ ñôåðà â L2(R)?
Çàäà÷à 3. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîñòðàíñòâî C0

2(R) íå ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì.

Çàäà÷à 4. Ïóñòü ñòåïåííîé ðÿä ñõîäèòñÿ â L2[−1, 1]. Îöåíèòå ñíèçó åãî ðàäèóñ ñõîäèìî-
ñòè.

Çàäà÷à 5. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèè 1, x, x2, . . . , xn, . . .

a) ëèíåéíî íåçàâèñèìû íà [−1, 1];

b) îáðàçóþò ïîëíóþ ñèñòåìó â L2[−1, 1];

c∗)íå îáðàçóþò áàçèñà â L2[−1, 1].

Çàäà÷à 6 (Ìíîãî÷ëåí Ëåæàíäðà). a)Äîêàæèòå, ÷òî Qn(x) =
dn(x2−1)

n

dxn �ìíîãî÷ëåí ñòå-
ïåíè n.

b)Äîêàæèòå, ÷òî ýòè ìíîãî÷ëåíû ïîïàðíî îðòîãîíàëüíû â L2[−1, 1].
Ïîäñêàçêà: ïðîâåðüòå, ÷òî Qn ⊥ 1, x, . . . , xn−1.

Çàäà÷à 7. Íàéäèòå Qn(1).
Ïîäñêàçêà: âîñïîëüçóéòåñü ðàâåíñòâîì (x2 − 1)

n
= (x− 1)n(x+ 1)n.

Çàäà÷à 8. Ïîëèíîìû Ëåæàíäðà îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâîì: Pn(x) =
Qn(x)
Qn(1)

.

a)Äîêàæèòå, ÷òî ïîëèíîìû Ëåæàíäðà îáðàçóþò áàçèñ â L2[−1, 1].

b)Èññëåäóéòå ïîëèíîìû Ëåæàíäðà íà ÷¼òíîñòü.

Çàäà÷à 9. Íàéäèòå ||Pn|| â L2[−1, 1].

Çàäà÷à 10. Ïðîâåðüòå îðòîãîíàëüíîñòü ñëåäóþùèõ ñèñòåì:

a) ñèñòåìà E íà [−π, π], ñîñòàâëåííàÿ einx, n ∈ Z;
b) ñèñòåìà SC íà [−π, π], ñîñòàâëåííàÿ 1, sin(nx), cos(nx), n ∈ N;
c) ñèñòåìà S íà [0, π], ñîñòàâëåííàÿ sin(nx), n ∈ N.
Ïîäñêàçêà: ïîñòàðàéòåñü ñâåñòè c) ê b) è b) ê a).

Çàäà÷à 11. Íàéäèòå îáùèé âèä ðÿäà Ôóðüå äëÿ

a)π-ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè ïî ñèñòåìå E;

b) íå÷åòíîé ôóíêöèè ïî ñèñòåìå SC.
Ïîäñêàçêà: âîñïîëüçóéòåñü åäèíñòâåííîñòüþ ðÿäà Ôóðüå.

Çàäà÷à 12. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ α ∈ R ñëåäóþùàÿ ôóíêöèÿ ïðèíàäëåæèò L2(R)?
a) |x|α;
b) (1 + |x|)α.
Çàäà÷à 13. Äîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèå ëèíåéíûå ôóíêöèîíàëû îãðàíè÷åíû â L2(R) è
íàéäèòå èõ íîðìû:

a)ϕ 7→
∫ 1

−1
ϕ(x)dx,

b)ϕ 7→
∫ π

−π
sin(x)ϕ(x)dx,

c)ϕ 7→
∫ 1

−1
xnϕ(x)dx.


