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Addendum

Çàäà÷à 1. Äîêàæèòå òîæäåñòâà

a)ω ∧ η = (−1)klη ∧ ω äëÿ k-ôîðìû ω è l-ôîðìû η,

b) (ω ∧ η) ∧ ν = ω ∧ (η ∧ ν) äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì ω, η, ν,

c) ιvιuω = −ιuιvω äëÿ âåêòîðíûõ ïîëåé u, v è ôîðìû ω,

d) ιv(ω ∧ η) = ιv(ω) ∧ η + (−1)kω ∧ ιv(η) äëÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ v, k-ôîðìû ω è l-ôîðìû η.

Çàäà÷à 2.ÏóñòüM � îðèåíòèðîâàííîå ìíîãîîáðàçèå ðàçìåðíîñòèm â Rn. Äëÿ x ∈ M îïðåäåëèì

ôóíêöèþ ωx íà m-êàõ êàñàòåëüíûõ âåêòîðîâ â x òàê: ïóñòü v1, . . . , vm ∈ TxM , B � ìàòðèöà

êîîðäèíàò ýòèõ âåêòîðîâ â ëþáîé èç êàðò, G � ìàòðèöà Ãðàìà, Gij = (vi, vj), ãäå ñêàëÿðíîå

ïðîèçâåäåíèå âû÷èñëÿåòñÿ â Rn. Ïîëîæèì

ωx = Sign(det(B))
√

det(G).

a)Äîêàæèòå, ÷òî ω ÿâëÿåòñÿ m-ôîðìîé. Îíà íàçûâàåòñÿ ôîðìîé îáú¼ìà.

b)Äîêàæèòå, ÷òî ñîïîñòàâëåíèå ìíîæåñòâó X ⊂ M ÷èñëà
∫
X ω çàäà¼ò ìåðó íà êîìïàêòíûõ ïîä-

ìíîæåñòâàõ M .

c∗)Ïðåäïîëîæèì, ÷òî M êîìïàêòíî. Äëÿ ε > 0 ïóñòü Mε ⊂ Rn � ìíîæåñòâî òî÷åê, îòñòîÿùèõ

îò M íà ðàññòîÿíèå íå áîëüøå ε. Äîêàæèòå, ÷òî ïðåäåë µ(Mε)/ε ïðè ε → 0 ðàâåí
∫
M ω

Çàäà÷à 3. ÏóñòüX � ìíîæåñòâî ïîäìíîæåñòâ Rn. Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ A ∈ X âåðõíÿÿ ìåðà µ∗(A)
� èíôèìóì ñóìì îáú¼ìîâ ïàðàëëåëåïèïåäîâ, îáðàçóþùèõ êîíå÷íûå èëè ñ÷¼òíûå ïîêðûòèÿ A.

a)Äîêàæèòå, ÷òî îòíîøåíèå A ∼ B, åñëè µ∗(A4B) = 0 ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè.

b)Äîêàæèòå, ÷òî d(A,B) = µ∗(A4B) � ìåòðèêà íà êëàññàõ ýêâèâàëåíòíîñòè X.

c)Äîêàæèòå, ÷òî ýëåìåíòàðíûå ìíîæåñòâà (êîíå÷íûå îáúåäèíåíèÿ ïàðàëëåëåïèïåäîâ) ïëîòíû â

ìíîæåñòâå èçìåðèìûõ ïî Ëåáåãó ìíîæåñòâ îòíîñèòåëüíî ìåòðèêè d.

d)Ïóñòü A1, A2, . . . � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîæåñòâ, äëÿ êîòîðîé d(Ai, Aj) < 2−i. Äîêàæèòå, ÷òî

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ai ñõîäèòñÿ ê
∞⋃
i=1

∞⋂
j=i

Aj .

e)Äîêàæèòå, ÷òî ïîäïðîñòðàíñòâî èçìåðèìûõ ïî Ëåáåãó ìíîæåñòâ ïîëíî îòíîñòèòåëüíî ýòîé

ìåòðèêè.

f)Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêîå èçìåðèìîå ïî Ëåáåãó ìíîæåñòâî ýêâèâàëåíòíî áîðåëåâñêîìó ìíîæåñòâó.

g∗)Ïðèâåäèòå ïðèìåð èçìåðèìîãî ïî Ëåáåãó ìíîæåñòâà, íå ÿâëÿþùåãîñÿ áîðåëåâñêèì.


