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Äèôôåðåíöèàëüíûå ôîðìû
Çàäà÷à 1. a)Âûðàçèòå ïëîùàäü ôèãóðû íà ïëîñêîñòè, îãðàíè÷åííîé çàìêíóòîé íåñàìîïåðåñå-
êàþùåéñÿ ãëàäêîé êðèâîé C, ñ ïîìîùüþ èíòåãðàëà 1-ôîðìû íà ïëîñêîñòè ïî C.
b)×åìó áóäåò ðàâåí ýòîò èíòåãðàë äëÿ ñàìîïåðåñåêàþùåéñÿ êðèâîé?
Çàäà÷à 2. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ F : Rn → R ñ çàäàííûìè ãëàäêèìè ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè
fi = ∂F/∂xi íàéä¼òñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ∂fi/∂xj = ∂fj/∂xi äëÿ âñåõ 1 6 i < j 6 n.
Çàäà÷à 3. Äîêàæèòå, ÷òî îãðàíè÷åíèå ôîðìû

n∑

k=1

(−1)k−1xkdx1 ∧ dx2 ∧ · · · ∧ dxk−1 ∧ dxk+1 ∧ dxk+2 · · · ∧ dxn

íà åäèíè÷íóþ ñôåðó â Rn ñîâïàäàåò ñ ôîðìîé îáú¼ìà.
Çàäà÷à 4. Ïóñòü v � âåêòîðíîå ïîëå íà ìíîãîîáðàçèè M , φt � ñîîòâåòñòâóþùèé ïîòîê äèôôåî-
ìîðôèçìîâ M . Äëÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ u îïðåäåëèì ïðîèçâîäíóþ Ëè Lvu = d

dt ((dφt) u)
∣∣
t=0

.
a) Çàïèøèòå Lvu â êîîðäèíàòàõ è äîêàæèòå, ÷òî Lvu = −Luv (ïî ýòîé ïðè÷èíå òàêæå Luv íàçû-
âàåòñÿ êîììóòàòîðîì âåêòîðíûõ ïîëåé u ñ v è îáîçíà÷àåòñÿ [u, v]).
b)Ïóñòü ω � 1-ôîðìà íà M . Äîêàæèòå, ÷òî ω(Lvu) + (Lvω)(u) = Lv(ω(u)).
c)Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ k-ôîðìû ω è âåêòîðíûõ ïîëåé v0, . . . , vk íà M âûïîëíÿåòñÿ

dω(v0, . . . , vk) =
k∑

i=0

(−1)iLviω(v0, . . . , vi−1, vi+1, . . . , vk)

+
∑

i<j

(−1)i+jω(Lvivj , v0, . . . , vi−1, vi+1, . . . , vj−1, vj+1, . . . , vk).

d∗)Äëÿ âåêòîðíûõ ïîëåé u, v, w äîêàæèòå òîæäåñòâî ßêîáè [u, [v, w]]+[v, [w, u]]+[w, [u, v]] = 0.
Çàäà÷à 5∗. Ïóñòü V ect(M) � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî áåñêîíå÷íî ãëàäêèõ âåêòîðíûõ ïîëåé íà
M . Äëÿ M = Rn îïðåäåëèì äèâåðãåíöèþ âåêòîðíîãî ïîëÿ div(

∑
fi∂/∂xi) =

∑
∂fi/∂xi

a∗)Äîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé:

C∞(R2)
grad−→ V ect(R2) div◦J−→ C∞(R2),

ãäå J � ïîâîðîò íà π/2 ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå.
Ïîäñêàçêà: îòîæäåñòâèòå V ect(R2) ñ ïðîñòðàíñòâîì 1-ôîðì, âòîðîå C∞(R2) ñ ïðîñòðàíñòâîì 2-ôîðì,
îòîáðàæåíèÿ � ñ äèôôåðåíöèàëîì d.
b∗)Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå rot : V ect(R3) → V ect(R3), ïåðåâîäÿùåå

∑
fi∂/∂xi â îïðåäåëèòåëü




∂/∂x1 ∂/∂x2 ∂/∂x3

f1 f2 f3

∂/∂x1 ∂/∂x2 ∂/∂x3




Äîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé:

C∞(R3)
grad−→ V ect(R3) rot−→ V ect(R3) div−→ C∞(R3).

Ïîäñêàçêà: äåéñòâóéòå àíàëîãè÷íî.
c∗)Ïóñòü S � ãëàäêàÿ ïîâåðõíîñòü â R3, îãðàíè÷èâàþùàÿ ôèãóðó D ⊂ R3, ïóñòü dS � ôîðìà
îáú¼ìà íà S, n � âåêòîð íîðìàëè. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ âñÿêîãî v ∈ V ect(R3) âûïîëíÿåòñÿ

∫

S
(v, n)dS =

∫

D
div(v)dx ∧ dy ∧ dz.

Ïîäñêàçêà: èñïîëüçóéòå îòîæäåñòâëåíèÿ V ect(R3) c 1- è 2-ôîðìàìè è òåîðåìó Ñòîêñà.
d∗)×òî áóäåò 2-ìåðíûì àíàëîãîì ïðåäûäóùåãî ïóíêòà?
e∗)Ïóñòü S � ãëàäêàÿ ïîâåðõíîñòü ñ êðàåì â R3, ãëàäêàÿ êðèâàÿ C � å¼ êðàé, dS è dl �ôîðìà
îáú¼ìà íà S è C ñîîòâåòñòâåííî, n � âåêòîð íîðìàëè ê C â êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå ê S.
Âûðàçèòå

∫
S(rot(v), n)dS èíòåãðàëîì 1-ôîðìû ïî êðèâîé C.
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Çàäà÷à 6∗. Ïóñòü γ1, γ2 : S1 → R3 � äâå íåïåðåñåêàþùèåñÿ çàìêíóòûå êðèâûå. Îïðåäåëèì
îòîáðàæåíèå Γ : S1 × S1 → S2 ïîñðåäñòâîì Γ(t1, t2) = γ1(t1)−γ2(t2)

|γ1(t1)−γ2(t2)| . Çà dS îáîçíà÷èì ôîðìó
îáú¼ìà íà S2.
a∗)Äîêàæèòå, ÷òî

∫
S1×S1

Γ∗dS ÿâëÿåòñÿ ãîìîòîïè÷åñêèì èíâàðèàíòîì ïàðû íåïåðåñåêàþùèõñÿ
êðèâûõ.
b∗)Îïèøèòå ýòîò èíâàðèàíò â òîïîëîãè÷åñêèõ òåðìèíàõ.
Çàäà÷à 7∗. Ïóñòü M � áåñêîíå÷íî ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå, Mk = M × · · · × M (âñåãî k ñîìíî-
æèòåëåé), ∆ ⊂ Mk � äèàãîíàëü, ñîñòîÿùàÿ èç òî÷åê (x, x, . . . , x). Ïóñòü C∧k � ïðîñòðàíñòâî
êîñîñèììåòðè÷åñêèõ ôóíêöèèé íà Mk (äëÿ êîòîðûõ f(xσ(1), . . . , xσ(k)) = Sign(σ)f(x1, . . . , xk)).
a∗)Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêàÿ ôóíêöèÿ èç C∧k èìååò íîëü êðàòíîñòè ïî êðàéíåé ìåðå k(k − 1)/2 íà
∆.
b∗)Óñòàíîâèòå èçîìîðôèçì ôàêòîðïðîñòðàíñòâà C∧k ïî ïîäïðîñòðàíñòâó ôóíêöèé ñ íóë¼ì êðàò-
íîñòè áîëüøåé k(k − 1)/2 íà ∆ ñ ïðîñòðàíñòâîì (k − 1)-ôîðì íà M òàê, ÷òîáû îòîáðàæåíèå

df(x1, . . . , xk+1) =
∑

σ∈Sk+1

Sign(σ)f(xσ(1), . . . , xσ(k))

çàäàâàëî äèôôåðåíöèàë.


