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Ìåðà è èíòåãðàë
Çàäà÷à 1. a)Äîêàæèòå, ÷òî êàíòîðîâî ìíîæåñòâî (ñîñòîÿùåå èç ÷èñåë íà [0, 1], â òðîè÷íîé çà-
ïèñè êîòîðûõ îòñóòñòâóþò åäèíèöû, íî äîïóñêàåòñÿ õâîñò èç äâîåê) èìååò ìîùíîñòü êîíòèíóóì,
íî ìåðó Ëåáåãà íîëü.
b)Ïîñòðîéòå ïîäìíîæåñòâî [0, 1] çàäàííîé ìåðû 0 6 µ 6 1, çàìûêàíèå êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñî
âñåì îòðåçêîì.
c∗)Ïîñòðîéòå îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî [0, 1] çàäàííîé ìåðû 0 < µ 6 1, çàìûêàíèå êîòîðîãî ñîâ-
ïàäàåò ñî âñåì îòðåçêîì.
Çàäà÷à 2. Íàéäèòå ìîùíîñòü ìíîæåñòâà ïîäìíîæåñòâ [0, 1]
a)ìåðà Ëåáåãà êîòîðûõ ðàâíà íóëþ;
b)ìåðà Ëåáåãà êîòîðûõ ðàâíà µ > 0;
c∗)íå èçìåðèìûõ ïî Ëåáåãó.
Çàäà÷à 3. Ïóñòü f : [a, b] → R � äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ f ′

èçìåðèìà.
Çàäà÷à 4. Ïóñòü fn � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èçìåðèìûõ ôóíêöèé. Äîêàæèòå, ÷òî
a)ôóíêöèè supn fn è infn fn èçìåðèìû íà ñâîåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ;
b) ìíîæåñòâî òî÷åê, â êîòîðûõ ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ, èçìåðèìî.
Çàäà÷à 5∗. Îïðåäåëèì êàíòîðîâó ëåñòíèöó F : [0, 1] → [0, 1], ïåðåâîäÿùóþ òî÷êó êàíòîðîâà
ìíîæåñòâà ñ òðîè÷íîé çàïèñüþ 0.a1a2 . . . â ÷èñëî ñ äâîè÷íîé çàïèñüþ 0.b1b2 . . . , ãäå bi = ai/2, à
òî÷êó âíå íåãî � â îáðàç áëèæàéøåé òî÷êè êàíòîðîâà ìíîæåñòâà.
a∗)Äîêàæèòå, ÷òî F íåïðåðûâíà.
b∗)Â êàêèõ òî÷êàõ F äèôôåðåíöèðóåìà?
c∗)Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ F + x íåïðåðûâíà è îáðàòèìà. ×åìó ðàâíà ìåðà îáðàçà êàíòîðîâà
ìíîæåñòâà ïðè òàêîì îòîáðàæåíèè.
d∗)Ïóñòü G � îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ ê F + x. Ïîñòðîéòå èçìåðèìîå ïîäìíîæåñòâî X ⊂ [0, 1], äëÿ
êîòîðîãî G−1(X) íåèçìåðèìî.
Ïîäñêàçêà: ïîñòðîéòå íåèçìåðèìîå ïîäìíîæåñòâî â ïðîîáðàçå êàíòîðîâà ìíîæåñòâà.
e∗)Ïîñòðîéòå èçìåðèìûå ôóíêöèè [0, 1] → [0, 1], êîìïîçèöèÿ êîòîðûõ íå ÿâëÿåòñÿ èçìåðèìîé.
Çàäà÷à 6. Ïóñòü E1, . . . , En � èçìåðèìûå ïî Ëåáåãó ïîäìíîæåñòâà îòðåçêà [0, 1]. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî êàæäàÿ òî÷êà îòðåçêà [0, 1] ñîäåðæèòñÿ íå ìåíåå, ÷åì â k èç ýòèõ ïîäìíîæåñòâ. Äîêàæèòå,
÷òî ïî êðàéíåé ìåðå îäíî èç Ei èìååì ìåðó, íå ìåíüøóþ k/n.
Ïîäñêàçêà: èíòåãðàë çäåñü ïîìîæåò.
Çàäà÷à 7. Ïðè êàêèõ α è β ôóíêöèÿ xα sin

(
xβ

)
, äîîïðåäåë¼ííàÿ íóë¼ì â íóëå íà [0, 1],

a) èíòåãðèðóåìà ïî Ëåáåãó;
b) èíòåãðèðóåìà â íåñîáñòâåííîì ñìûñëå ïî Ðèìàíó?
Çàäà÷à 8. Ïóñòü p > 1 � âåùåñòâåííîå ÷èñëî. Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî Lp([a, b]), ñîñòîÿùåå èç
êëàññîâ ñîâïàäàþùèõ ïî÷òè âñþäó ôóíêöèé f , äëÿ êîòîðûõ |f |p èíòåãðèðóåìà ïî Ëåáåãó.
a)Äîêàæèòå, ÷òî Lp([a, b]) � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, è âûðàæåíèå |f | = p

√∫ b
a |f |pdµ îïðåäåëÿåò

íîðìó íà í¼ì.
b)Äîêàæèòå ïîëíîòó Lp([a, b]).
Çàäà÷à 9. Îïðåäåëèì íà ìíîæåñòâå èçìåðèìûõ ôóíêöèé [a, b] → R ðàññòîÿíèå

ρ(f, g) =
∫ b

a

|f(x)− g(x)|
1 + |f(x)− g(x)|dµ.

a)Äîêàæèòå, ÷òî ρ(f, g) îïðåäåëåíî äëÿ âñåõ èçìåðèìûõ f , g è îïðåäåëÿåò ìåòðèêó íà êëàññàõ
ñîâïàäàþùèõ ïî÷òè âñþäó ôóíêöèé.
b∗)Äîêàæèòå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fn ñõîäèòñÿ ïî ýòîé ìåòðèêå ê f òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà äëÿ âñÿêîãî ε > 0 ìåðû ìíîæåñòâ {x| |fn(x)− f(x)| > ε} ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ ïðè n →∞.
c∗)Äîêàæèòå, ÷òî ïîëó÷åííîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ïîëíî.


