
Àíàëèç II Ëèñòîê 4

Ðÿäû Ôóðüå
Îïðåäåëåíèå 1. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ f êóñî÷íî íåïðåðûâíà (ñîîòâ. êóñî÷íî
íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà), åñëè å¼ îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ìîæíî ðàçáèòü íà îòðåçêè
[xi, xi+1], è íàéäóòñÿ íåïðåðûâíûå (ñîîòâ. ñ íåïðåðûâíîé ïðîèçâîäíîé) ôóíêöèè fi íà
[xi, xi+1], çíà÷åíèÿ êîòîðûõ íà (xi, xi+1) ñîâïàäàþò ñ f .
Çàäà÷à 1. a)Ðàçëîæèòå â ðÿä Ôóðüå ôóíêöèþ sign(x), ïðîäîëæåííóþ äî ïåðèîäè÷åñêîé
ñ îòðåçêà [−π, π].
b)Âû÷èñëèòå èç ýòîãî ñóììó ðÿäà

∑ (−1)n−1

2n−1
.

c)Ê ÷åìó ñîéä¼òñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ôåéåðà êóñî÷íî íåïðåðûâíîé ïåðèîäè÷åñêîé ôóíê-
öèè â òî÷êàõ ðàçðûâà?
Çàäà÷à 2. a)Ðàçëîæèòå â ðÿä Ôóðüå ôóíêöèþ π/2−|x|, ïðîäîëæåííóþ äî ïåðèîäè÷åñêîé
ñ îòðåçêà [−π, π].
b)Äîêàæèòå, ÷òî ïîëó÷åííûé ðÿä ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ, è, â ÷àñòíîñòè, ñõîäèòñÿ ê π/2 â
òî÷êå x = 0. Ñóììà êàêîãî ðÿäà áûëà â ðåçóëüòàòå ïîñ÷èòàíà?
c)Ê ÷åìó ñîéä¼òñÿ ðÿä Ôóðüå ïåðèîäè÷åñêîé êóñî÷íî íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé
ôóíêöèè â îñîáûõ òî÷êàõ?
Çàäà÷à 3. Ðàçëîæèòå â ðÿä Ôóðüå ñëåäóþùèå ôóíêöèè:
a) | sin(x)|;
b)x sin(x), ïðîäîëæåííóþ äî ïåðèîäè÷åñêîé ñ [−π, π];
c) eax, ïðîäîëæåííóþ äî ïåðèîäè÷åñêîé ñ [−π, π);
d∗) sec(x) = 1/ cos(x)

Çàäà÷à 4. Ðàçëàãàÿ ôóíêöèþ x2, ïðîäîëæåííóþ äî ïåðèîäè÷åñêîé ñ ïîäõîäÿùåãî îòðåç-
êà, âû÷èñëèòå ñóììó ðÿäà
a) ζ(2) =

∑
1
n2 ;

b)
∑ (−1)n−1

n2 ;
c)

∑
1

(2n−1)2
.

Çàäà÷à 5. Ïóñòü f è g � íåïðåðûâíûå ïåðèîäè÷åñêèå ôóíêöèè. Çíàÿ êîýôôèöèåíòû
ðÿäîâ Ôóðüå f è g, çàïèøèòå ðÿä Ôóðüå èõ ñâ¼ðòêè f ∗ g(t) =

∫ π

−π
f(x)g(t− x)dx.

Çàäà÷à 6. a)Ðàçëîæèòå â ðÿä Ôóðüå ôóíêöèþ cos(αx), ïðîäîëæåííóþ äî ïåðèîäè÷åñêîé
ñ [−π, π).
b)Ïîäñòàâëÿÿ x = π, äîêàæèòå òîæäåñòâî

ctg(πα) =
1

πα
+

1

π

∞∑
n=1

2α

α2 − n2

(
íåôîðìàëüíî ctg(t) =

∑

n∈Z

1

t− πn

)
.

c∗)Äîêàæèòå, ÷òî ðÿä â ïðàâîé ÷àñòè ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî. Ïîëó÷èòå ïî÷ëåííûì èíòå-
ãðèðîâàíèåì âûðàæåíèå äëÿ ñèíóñà ÷åðåç áåñêîíå÷íîå ïðîèçâåäåíèå.
d∗)Ðàçëàãàÿ äðîáè â ïðàâîé ÷àñòè â áåñêîíå÷íûå ãåîìåòðè÷åñêèå ïðîãðåññèè, âûðàçèòå
ζ(2k) ÷åðåç êîýôôèöèåíòû ðÿäà Òåéëîðà ctg(t). Âñïîìíèòå, êàê îíè ñâÿçàíû ñ ÷èñëàìè
Áåðíóëëè (Ëèñòîê 11).
Çàäà÷à 7∗. Ïóñòü f(x) =

∑
bk sin |x|, ïðîäîëæåííàÿ äî ïåðèîäè÷åñêîé ñ îòðåçêà [−π, π].

a∗)Äîêàæèòå, ÷òî åñëè
∑

bk ñõîäèòñÿ, òî f(x) îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà.
b∗)Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ÷àñòè÷íîé ñóììû ðÿäà Ôóðüå f â íóëå âûïîëíåíî Sn(0) > bn ln(n)/π.
c∗)Ïðèâåäèòå ïðèìåð ñõîäÿùåéñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîcòè bn, äëÿ êîòîðîé ðÿä Ôóðüå f ðàñ-
õîäèòñÿ â íóëå.


