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Áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà
Îïðåäåëåíèå 1. Âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä R ñ íîðìîé ‖x‖ íàçûâàåòñÿ áàíàõîâûì ïðî-
ñòðàíñòâîì, åñëè îíî ïîëíî îòíîñèòåëüíî ìåòðèêè d(a, b) = ‖b− a‖.
Çàäà÷à 1. Ïóñòü p ∈ R, p > 1.
a)Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé (a1, a2, . . . ), äëÿ êîòîðûõ ðÿä

∑
k |ak|p

ñõîäèòñÿ, îáðàçóåò ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî. Îáîçíà÷èì åãî lp.
b)Äîêàæèòå, ÷òî âûðàæåíèå p

√∑ |ak|p îïðåäåëÿåò íîðìó íà lp.
c)Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îáðàçóþò ôóíäàìåíòàëüíóþ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü â lp, òî îíè ñõîäÿòñÿ ïîýëåìåíòíî.
d)Äîêàæèòå ïîëíîòó lp.
Çàäà÷à 2. a)Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé (a1, a2, . . . ) è (b1, b2, . . . ) èç l2 ðÿä∑

k akbk ñõîäèòñÿ, è ÷òî ýòî âûðàæåíèå çàäà¼ò ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå (ïîëîæèòåëüíî
îïðåäåë¼ííóþ áèëèíåéíóþ ñèììåòðè÷åñêóþ ôîðìó) â l2.
b)Äîêàæèòå, ÷òî íîðìà â lp ïðè p 6= 2 íå ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà íè èç êàêîãî ñêàëÿðíîãî
ïðîèçâåäåíèÿ ïîñðåäñòâîì ‖a‖p =

√
(a, a).

c∗)Äîêàæèòå, ÷òî, òåì íå ìåíåå, äëÿ p > 1 âûðàæåíèå
∑

akbk îïðåäåëÿåò íåâûðîæäåííîå
ñïàðèâàíèå lp è lq ïðè 1/p + 1/q = 1.
d∗)Êàêîé ñìûñë ìîæíî ïðèäàòü ïðåäûäóùåìó ïóíêòó äëÿ p = 1?
Îïðåäåëåíèå 2. Áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, íîðìà â êîòîðîì ïîëó÷åíà èç ñêàëÿðíîãî ïðî-
èçâåäåíèÿ, íàçûâàåòñÿ ãèëüáåðòîâûì ïðîñòðàíñòâîì.
Çàäà÷à 3. a)Ïðèâåäèòå ïðèìåð íåêîìïàêòíîãî ïîäìíîæåñòâà C1([0, 1]), êîòîðîå êîìïàêò-
íî êàê ïîäìíîæåñòâî C([0, 1]).
b)Ñôîðìóëèðóéòå è äîêàæèòå àíàëîã êðèòåðèÿ Àðöåëà êîìïàêòíîñòè â Ck([0, 1]).
Çàäà÷à 4. a)Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé (a1, a2, . . . ), äëÿ êîòîðûõ
0 6 ak 6 2−k, êîìïàêòíî â lp äëÿ ëþáîãî p > 1.
b∗)Äîêàæèòå êðèòåðèé âïîëíå îãðàíè÷åííîñòè îãðàíè÷åííîãî ïîäìíîæåñòâà K ⊂ lp: äëÿ
âñÿêîãî ε > 0 íàéä¼òñÿ òàêîå N , ÷òî äëÿ âñåõ (a1, a2, . . . ) ∈ K âûïîëíÿåòñÿ

∞∑
k=N+1

|ak|p < ε.

Îïðåäåëåíèå 3. Áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ ñåïàðàáåëüíûì, åñëè îíî ÿâëÿåòñÿ
çàìûêàíèåì ñâîåãî ñ÷¼òíîãî ïîäìíîæåñòâà.
Çàäà÷à 5. Äîêàæèòå, ÷òî áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî íåñåïàðàáåëüíî òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà â í¼ì íàéä¼òñÿ íåñ÷¼òíîå ìíîæåñòâî ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ åäèíè÷íûõ øàðîâ.
Çàäà÷à 6. Áóäóò ëè ñëåäóþùèå ïðîñòðàíñòâà ñåïàðàáåëüíû:
a) êîíå÷íîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî;
b) ïðîñòðàíñòâî lp;
c) ïðîñòðàíñòâî l∞ îãðàíè÷åííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñ ðàâíîìåðíîé íîðìîé;
d) ïðîñòðàíñòâî C([0, 1]);
e) ïðîñòðàíñòâî Ck([0, 1]).
Çàäà÷à 7∗. a∗)Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ âñÿêîãî çàìêíóòîãî ñåïàðàáåëüíîãî ñîáñòâåííîãî ïîä-
ïðîñòðàíñòâà L ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà íàéä¼òñÿ âåêòîð x, äëÿ êîòîðîãî ‖x‖ = 1 è
ðàññòîÿíèå îò x äî L ðàâíî 1. ×åìó ïðè ýòîì ðàâíî (x, y) äëÿ y ∈ L?
b∗)Ïðèâåäèòå ïðèìåð çàìêíóòîãî ñîáñòâåííîãî ïîäïðîñòðàíñòâà â áàíàõîâîì ïðîñòðàí-
ñòâå, äëÿ êîòîðîãî íå íàéä¼òñÿ òàêîãî âåêòîðà.
Çàäà÷à 8∗. Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêîå ñåïàðàáåëüíîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî èçîìåòðè÷íî
ïîñðåäñòâîì ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ l2.
Çàäà÷à 9∗. Ìîæåò ëè áàçèñ â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå áûòü ñ÷¼òíûì ìíîæåñòâîì?


