
Àíàëèç II Ëèñòîê 2

Ôóíêöèîíàëüíûå ðÿäû
Çàäà÷à 1. Ñôîðìóëèðóéòå è äîêàæèòå äëÿ ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè àíàëîã
a) êðèòåðèÿ Êîøè è ìàæîðàíòíîãî ïðèçíàêà;
b) ïðèçíàêîâ Àáåëÿ è Äèðèõëå (ñì. ëèñòîê 6 çà 2010 ãîä).
Çàäà÷à 2. Èññëåäóéòå íà ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü:
a) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fn = xn íà x ∈ [−1/2, 1/2] è x ∈ [−1, 1];
b) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fn = xn − x2n íà x ∈ [−1/2, 1/2] è x ∈ [−1, 1];
c) ðÿä

∑
1/(x2 + n2) íà x ∈ [0, 1] è x ∈ R;

d) ðÿä
∑

(−1)n/(x + n) íà x ∈ [0, 1] è x ∈ [0,∞);
e) ðÿä

∑
sin(nx)/n íà x ∈ (π/2, 3π/2) è x ∈ R;

f ∗) ðÿä
∑

nx
(1+x)...(1+nx)

íà x ∈ [0, 1] è x ∈ [1,∞).
Çàäà÷à 3∗. Ïðèâåäèòå ïðèìåð ïîñëåäîâàòåëüíîñòè fn äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé íà
[−1, 1], ðàâíîìåðíî ñõîäÿùèõñÿ ê äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè f íà [−1, 1], äëÿ êîòîðîé
f ′(0) 6= lim

n→∞
f ′n(0).

Çàäà÷à 4. Ïóñòü fn � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà îòðåçêå [a, b].
a)Äîêàæèòå, ÷òî åñëè âñå fn ìîíîòîííû íà [a, b] è ðÿä

∑
fn àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ â êîíöàõ

îòðåçêà, òî ýòîò ðÿä ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî íà [a, b].
b)Ïóñòü äëÿ êàæäîãî x ∈ [a, b] ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fn(x) ìîíîòîííî âîçðàñòàåò. Äîêàæèòå,
÷òî åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fn ïîòî÷å÷íî ñõîäèòñÿ ê íåïðåðûâíîé ôóíêöèè f , òî ýòà
ñõîäèìîñòü ðàâíîìåðíàÿ.
Çàäà÷à 5. a)Äîêàæèòå, ÷òî ñòåïåííîé ðÿä ñ ðàäèóñîì ñõîäèìîñòè R ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ
â êîìïëåêñíîé îáëàñòè |z| 6 r äëÿ ëþáîãî r < R.
b)Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ðÿäà Ëîðàíà

∑
n∈Z anzn íàéäóòñÿ òàêèå 0 6 R1 6 R2 6 ∞, ÷òî îí

àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ ïðè R1 < |z| < R2 è ðàñõîäèòñÿ ïðè |z| < R1 è |z| > R2.
c)Äîêàæèòå, ÷òî ïðè ýòîì ðÿä ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî â êîëüöå r1 6 |z| 6 r2 äëÿ ëþáûõ
R1 < r1 < r2 < R2.
d)Äîêàæèòå, ÷òî ðÿä Ëîðàíà çàäà¼ò ãëàäêóþ (áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìóþ) ôóíêöèþ
êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé âíóòðè ñâîåé îáëàñòè ñõîäèìîñòè.
Çàäà÷à 6. a)Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ðÿä

∑
an ñõîäèòñÿ, òî ðÿä Äèðèõëå

∑
an

nx ðàâíîìåðíî
ñõîäèòñÿ íà x ∈ [0,∞).
b)Êàêèå ïîäìíîæåñòâà R ìîãóò áûòü îáëàñòüþ ñõîäèìîñòè ðÿäà Äèðèõëå? Êàêèå ïîäìíî-
æåñòâà C ìîãóò áûòü îáëàñòüþ àáñîëþòíîé ñõîäèìîñòè ðÿäà Äèðèõëå?
c)Äîêàæèòå, ÷òî ðÿä Äèðèõëå çàäà¼ò ãëàäêóþ ôóíêöèþ âíóòðè ñâîåé îáëàñòè àáñîëþòíîé
ñõîäèìîñòè.
Îïðåäåëåíèå 1. Îïðåäåëèì äçåòà-ôóíêöèþ Ðèìàíà ζ(s) =

∑
n∈N

1
ns .

Çàäà÷à 7. a)Äîêàæèòå, ÷òî ðÿä äëÿ ζ(s) ñõîäèòñÿ ïðè âåùåñòâåííîì s > 1 è ðàñõîäèòñÿ
ïðè s 6 1

b∗)Ãäå ýòîò ðÿä ñõîäèòñÿ â êîìïëåêñíîé îáëàñòè?
c)Ïóñòü p1 < p2 < p3 < . . . � óïîðÿäî÷åííûå ïî âîçðàñòàíèþ ïðîñòûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà.
Äîêàæèòå, ÷òî ïðè s > 1 âûïîëíåíî ζ(s) = lim

n→∞

n∏
i=1

1
1−p−s

i

.

d)×òî ìîæíî ñêàçàòü î ñõîäèìîñòè ðÿäà
∑

i p
−1
i ?

e∗)Âû÷èñëèòå lim
s→1+0

(1− s)ζ(s).


