
Àíàëèç II Ëèñòîê 1

Ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà
Çàäà÷à 1.Ïóñòü íà ìíîæåñòâå M îïðåäåëåíî ðàññòîÿíèå v(a, b) : M×M → R, îáëàäàþùåå
âñåìè ñâîéñòâàìè ìåòðèêè êðîìå v(a, b) = v(b, a). Âñåãäà ëè áóäóò ìåòðèêàìè âûðàæåíèÿ
v(a, b) + v(b, a), max(v(a, b), v(b, a)), min(v(a, b), v(b, a))?
Çàäà÷à 2. a)Äîêàæèòå, ÷òî ïîäìíîæåñòâî ïîëíîãî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿåòñÿ
ïîëíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî çàìêíóòî.
b)Äîêàæèòå, ÷òî çàìûêàíèå ïîäìíîæåñòâà ïîëíîãî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà èçîìåò-
ðè÷íî åãî ïîïîëíåíèþ.
Çàäà÷à 3. Äîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ îïðåäåëÿþò ìåòðèêó íà ïðÿìîé R, è
ïîñòðîéòå ïîïîëíåíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà.
a) d(x, y) = |ex − ey|;
b) d(x, y) = | arctg(x)− arctg(y)|.
c∗)Èíòåðïðåòèðóéòå ïðåäåëû â ±∞, à òàêæå ïðåäåëû, ðàâíûå ±∞, ñ ïîìîùüþ ïîëó÷åí-
íûõ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ.
d∗)Èíòåðïðåòèðóéòå ïðåäåëû â∞, à òàêæå ïðåäåëû, ðàâíûå∞, ñ ïîìîùüþ àíàëîãè÷íîãî
ïîïîëíåíèÿ R.
Çàäà÷à 4. Äîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ îïðåäåëÿþò ìåòðèêó íà ìíîæåñòâå îò-
ðåçêîâ ïðÿìîé [a, b] ⊂ R, b > a, è ïîñòðîéòå ïîïîëíåíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî ìåòðè÷åñêîãî
ïðîñòðàíñòâà.
a) d([a, b], [c, d]) = |c− a|+ |d− b|;
b) ðàññòîÿíèå, ðàâíîå äëèíå ñèììåòðè÷åñêîé ðàçíîñòè îòðåçêîâ.
Çàäà÷à 5. Äëÿ âåùåñòâåííîãî p > 1 îïðåäåëèì íà ìíîæåñòâå íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà

îòðåçêå [0, 1] ðàññòîÿíèå d(f, g) = p

√
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0

|f(x)− g(x)|pdx.

a)Äîêàæèòå, ÷òî d(f, g) � ìåòðèêà.
b)Áóäåò ëè ïîëó÷åííîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ïîëíûì?
c)Ïðèâåäèòå ïðèìåð ðàñõîäÿùåéñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôóíêöèé, ñõîäÿùåéñÿ ïîòî÷å÷íî.
d)Ïðèâåäèòå ïðèìåð ñõîäÿùåéñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôóíêöèé, íå ñõîäÿùåéñÿ ïîòî÷å÷íî.
Çàäà÷à 6. a)Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî X ñâÿçíî, òî äëÿ ëþáûõ
ýëåìåíòîâ x, y ∈ X è âåùåñòâåííîãî ε > 0 íàéä¼òñÿ ε-öåïî÷êà, ñîåäèíÿþùàÿ x ñ y, òî åñòü
òàêîé íàáîð òî÷åê a1, . . . , an, ÷òî a1 = x, an = y, è ðàññòîÿíèå ìåæäó ai è ai+1 ìåíüøå ε
äëÿ âñåõ 1 6 i < n.
b∗)Âåðíî ëè îáðàòíîå äëÿ êîìïàêòíûõ ïîëíûõ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ?
Çàäà÷à 7∗. Îïðåäåëèì ðàññòîÿíèå Õàóñäîðôà íà êîìïàêòíûõ ïîäìíîæåñòâàõ â Rn òàê:
d(X, Y ) � òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü ìíîæåñòâà âåùåñòâåííûõ ÷èñåë ε > 0, òàêèõ ÷òî X ñî-
äåðæèòñÿ â ε-îêðåñòíîñòè Y , è Y ñîäåðæèòñÿ â ε-îêðåñòíîñòè X.
a∗)Äîêàæèòå, ÷òî d(X,Y ) � ìåòðèêà íà ìíîæåñòâå êîìïàêòíûõ ïîäìíîæåñòâ Rn.
b∗)Ïîëíî ëè ýòî ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî?
c∗)Êîìïàêòíî ëè ýòî ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî?
d∗)Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî êîìïàêòíûõ ïîäìíîæåñòâ îòðåçêà â R êîìïàêòíî îòíîñè-
òåëüíî ýòîé ìåòðèêè.
e∗)Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî êîìïàêòíûõ ïîäìíîæåñòâ êîìïàêòíîãî ìíîæåñòâà â Rn êîì-
ïàêòíî îòíîñèòåëüíî ýòîé ìåòðèêè.


