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Âåêòîðíûå ïîëÿ [ñðîê ñäà÷è 8.06]

×àñòü 1

Çàäà÷à 1. Ðàññìîòðèì äâóìåðíûé òîð = T2 = R2/Z2 è ïðîñòðàíñòâî L2(T2) íà íåì,
îïðåäåëÿåìîå êàê ïîïîëíåíèå ïðîñòðàíñòâà C(T2) íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé f : T2 → C ïî
íîðìå

(1) ||f ||2 =
∫
T2

ff̄(x)dx1dx2

a)Äîêàæèòå, ÷òî ôîðìóëà (1) äåéñòâèòåëüíî çàäàåò ýðìèòîâî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå.

b)Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèè eikx, kx = k1x1+k2x2, k ∈ Z2, îáðàçóþò îðòîãîíàëüíûé áàçèñ â
L2(T2). Îáîçíà÷èì åãî E. Äîêàçàòü ÷òî íåíóëåâûå ôóíêöèè íàáîðà {sin kx, cos kx|k ∈ Z2

+}
îáðàçóþò áàçèñ â L2(T2), îáîçíà÷àåìûé SC.

Çàäà÷à 2. Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî L2
2(T2) âåêòîðíûõ ïîëåé íà òîðå: v(x) ∈ TxT2. Ââåäåì

â íèõ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå:

< v,w >=

∫
T2

(v(x), w(x))dx1dx2,

ãäå (v, w) � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå, óíàñëåäîâàííîå èç R2 ñ åñòåñòâåííîé åâêëèäîâîé
ñòîðóêòóðîé. Äîêàæèòå, ÷òî SC(1, 0) ∪ SC(0, 1), ãäå (1, 0) è (0, 1) � áàçèñíûå âåêòîðíûå
ïîëÿ â R2, îáðàçóþò îðòîãîíàëüíûé áàçèñ â L2

2(T2).

Çàäà÷à 3. Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî CL2
2(T2), ÿâëÿþùååñÿ êîìïëåêñèôèêàöèåé ïðåäûäó-

ùåãî ñ ýðìèòîâûì ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì:

< v,w >=

∫
T2

(v(x), w(x))dx1dx2,

íî òåïåðü (v, w) = v1w̄1 + v2w̄2. Äîêàæèòå, ÷òî SC(1, 0) ∪ SC(0, 1) è E(1, 0) ∪ E(1, 0) �
îðòîãîíàëüíûå áàçèñû â CL2

2(T2).

Çàäà÷à 4. Âûðàçèòå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ âåêòîðíûõ ïîëåé ÷åðåç èõ (âåêòîðíûå)
êîýôôèöèåíòû Ôóðüå â áàçèñå E.

Çàäà÷à 5. Äîêàæèòå, ÷òî â CL2
2(T2) áåçäèâåðãåíòíûå âåêòîðíûå ïîëÿ îðòîãîíàëüíû ãðà-

äèåíòíûì.
Çàäà÷à 6∗. Äîêàæèòå, ÷òî L2

2(T2) ðàçëàãàåòñÿ â ïðÿìóþ ñóììó äâóõ ïîäïðîñòðàíñòâ, îäíî
èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ çàìûêàíèåì ìíîæåñòâà âñåõ áåçäèâåðãåíòíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé, à
äðóãîå � ãðàäèåíòíûõ.
Çàäà÷à 7∗. Îáîáùèòå ðåçóëüòàò çàäà÷è 5 íà n-ìåðíûé òîð.
Çàäà÷à 8∗. Îáîáùèòå ðåçóëüòàò çàäà÷è 6 íà n-ìåðíûé òîð.

ïðîäîëæåíèå íà îáîðîòå
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×àñòü 2.

Çàäà÷à 9. Äîêàæèòå ýêâèâàëåíòíîñòü ñëåäóþùèõ îïðåäåëåíèé îïåðàòîðà Ëàïëàñà:

(i) ∆f =
∑
j

∂2f
∂x2

j
.

(ii) ∆f = div gradf .
Çàäà÷à 10∗. Äîêàæèòå, ÷òî äàííûå âûøå îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà ýêâèâàëåíòíû
ñëåäóþùåìó:

(iii) ∆f(x) = lim
ε→0

2n
ε2

· 1
v(Sn−1

ε )

∫
y∈Sn−1

ε (x)

(f(y)− f(x))ds

Çàäà÷à 11. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèè ln 1
r
â R2 è 1

r
â R3�ãàðìîíè÷åñêèå.

Ïîäñêàçêà: âîñïîëüçóéòåñü îïðåäåëåíèåì (ii)

Çàäà÷à 12. Íàéäèòå ïîòîê âåêòîðíîãî ïîëÿ r
|r3| â R3 ÷åðåç ñôåðó

a) |x− e1| = 2,

b) |x− e1| = 1
2
.

Çàäà÷à 13. Íàéäèòå ïîòîê âåêòîðíîãî ïîëÿ gradf ÷åðåç ñôåðó S â R3 åñëè

f =
1

|x− e1|
+

2

|x− 2e2|
+

4

|x− 4e3|
, S = {x| |x| = 3}

Çàäà÷à 14∗. Äîêàæèòå, ÷òî íà äâóìåðíîì òîðå íåò íåïîñòîÿííûõ ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíê-
öèé.


