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Ëèñòîê 11 [ñðîê ñäà÷è 27.04]
×àñòü 1

Çàäà÷à 1. Ïóñòü ãîëîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ â ïðîêîëîòîì äèñêå ðàñòåò ìåäëåííåå, ÷åì 1
r
, òî

åñòü |zf(z)| → 0 ïðè z → 0. Äîêàæèòå, ÷òî òîãäà îíà îãðàíè÷åíà è ãîëîìîðôíî ïðîäîë-
æàåòñÿ â öåíòð äèñêà.
Ïîäñêàçêà: ïðèìåíèòå òåîðåìó îá óñòðàíèìîé îñîáåííîñòè ê ôóíêöèè zf(z).
Çàäà÷à 2. Ïóñòü ãîëîìîðôíàÿ 2π-ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè ðàñ-
òåò â êàæäîé âåðòèêàëüíîé ïîëîñå ìåäëåííåå ýêñïîíåíòû: |eIm(z)f(z)| → 0 ïðè Im(z) →
+∞. Äîêàæèòå, ÷òî îíà îãðàíè÷åíà.
Ïîäñêàçêà: ïðèìåíèòå ðåçóëüòàò ïðåäûäóùåé çàäà÷è ê ôóíêöèè f(i ln z).
Çàäà÷à 3∗. Äîêàæèòå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
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ñõîäèòñÿ ïðè n →∞ äëÿ ëþáîãî z ∈ C \ Z. Çäåñü
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êîíñòàíòà Ýéëåðà-Ìàêëîðåíà.
Çàäà÷à 4∗. Äîêàæèòå, ÷òî â ïðåäûäóùåé çàäà÷å

lim gn(z) = Γ(z).

Ýòî � ïðåäñòàâëåíèå Âåéåðøòðàññà äëÿ Γ-ôóíêöèè.
Ïîäñêàçêà: âîñïîëüçóéòåñü àêñèîìàòè÷åñêèì îïèñàíèåì Γ-ôóíêöèè.
Çàäà÷à 5∗. Äîêàæèòå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

fn(z) = nz (n− 1)!

z(z + 1) . . . (z + n− 1)

ñõîäèòñÿ ïðè n →∞ äëÿ ëþáîãî z ∈ C \ Z.
Çàäà÷à 6∗. Äîêàæèòå, ÷òî â ïðåäûäóùåé çàäà÷å

lim fn(z) = Γ(z).

Ýòî � ïðåäñòàâëåíèå Ãàóññà äëÿ Γ-ôóíêöèè.
Ïîäñêàçêà: âîñïîëüçóéòåñü àêñèîìàòè÷åñêèì îïèñàíèåì Γ-ôóíêöèè.
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×àñòü 2

Çàäà÷à 7. Ðàññìîòðèì ïðåîáðàçîâàíèå Ýíî H : R2 → R2, (x, y) 7→ (y, y2 + c + ax).
a)Äîêàæèòå, ÷òî îòîáðàæåíèå H�äèôôåîìîðôèçì.
b)Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ a è c äëÿ âñåõ v ∈ Vect1 (R2) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî:

div(H∗v) = (divv) ◦H−1?

Çàäà÷à 8∗. Â óñëîâèÿõ ïðåäûäóùåé çàäà÷è ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ a è c äëÿ âñåõ f ∈ C1(R2)
ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî:

grad(f ◦H−1) = H∗(gradf)?

Çàäà÷à 9. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå H ïðàâîé ïîëóïëîñêîñòè C+ = {(x, y)|x > 0} â R2:

H(x, y) = (x2 − y2, 2xy).

Âåðíî ëè, ÷òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ C1(C+) âåêòîðû grad (f ◦H) è H∗ grad f :
a) ðàâíû?
b) îäèíàêîâî íàïðàâëåíû?
Çàäà÷à 10. Ïóñòü H : z → H(z) � êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå â îáëàñòè D ⊂ C. Äîêàæèòå,
÷òî ∀f ∈ C1(D) âåêòîðû H∗ grad f è grad (f ◦H) ñîíàïðàâëåíû. Âûâåäèòå îòñþäà îòâåò
â ïðåäûäóùåé çàäà÷å.
Çàäà÷à 11∗. Ïóñòü f � ãîëîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ â äèñêå. Âåðíî ëè, ÷òî ôîðìà f(z̄)dz̄ òî÷íà?


