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Ãàììà-ôóíêöèÿ Ýéëåðà.
Çäåñü îïèñûâàþòñÿ ñâîéñòâà îäíîé èç ñàìûõ âàæíûõ íåýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé àíà-

ëèçà. Îáû÷íî åå íàçâàíèå ïèøåòñÿ òàê: Γ-ôóíêöèÿ.

1 Îïðåäåëåíèå Γ-ôóíêöèè.
Γ-ôóíêöèÿ îïðåäåëÿåòñÿ êàê ìåðîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ â êîìïëåêñíîé îáëàñòè. ßâíàÿ ôîð-
ìóëà çàäàåò åå â îòêðûòîé ïðàâîé ïîëóïëîñêîñòè. Äàëüøå èñïîëüçóåòñÿ àíàëèòè÷åñêîå
ïðîäîëæåíèå.

Îïðåäåëåíèå 1 Ïðè Re z > 0,

(1) Γ(z) =

∫

R+

tz−1e−tdt

Çàìå÷àíå 1 Ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì t > 0 ïîäèíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ

(2) f(t, z) = tz−1e−t

ãîëîìîðôíà ïî z.

Òåîðåìà 1 Ïðè Re z > 1 èíòåãðàë (1) çàäàåò ãîëîìîðôíóþ ôóíêöèþ.

Äîêàçàòåëüñòâî Ýòî � óòâåðæäåíèå çàäà÷è 6.9. Îíî ñëåäóåò èç òåîðåìû î äèôôåðåí-
öèðóåìîñòè ïîä çíàêîì èíòåãðàëà è òîãî, ÷òî f êàê ôóíêöèÿ îò t ïðè ôèêñèðîâàííîì z,
Re z > 1, íåïðåðûâíà íà R+ è ìàæîðèðóåòñÿ ôóíêöèåé e−

t
2 . À èìåííî, äëÿ ëþáîãî äèñêà

D ⊂ {Re z > 1} ñóùåñòâóåò òàêîå C, ÷òî

|f(t, z)| < Ce−
t
2 ∀z ∈ D.

Ïîýòîìó öèòèðîâàííàÿ òåîðåìà ïðèìåíèìà. ¤

Òåîðåìà 2 Òåîðåìà 1 îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâîé, åñëè â íåé çàìåíèòü Re z > 1 íà Re z > 0.

Äîêàçàòåëüñòâî Îïðåäåëåíèå 1 ïîëåçíî íàïèñàòü êàê èíòåãðàë ïî âñåé îñè, ñäåëàâ çà-
ìåíó τ = ln t. Òîãäà

(3) Γ(z) =

∫

R
ezτe−eτ

dτ

Ïðè Re z > 0, ôóíêöèÿ ezτ êàê ôóíêöèÿ îò âåùåñòâåííîãî τ ýêñïîíåíöèàëüíî ñòðåìèòñÿ
ê íóëþ ïðè τ → −∞. Ôóíêöèÿ

g(τ, z) = ezτe−eτ

äëÿ ëþáîãî z : Re z > 0 ìàæîðèðóåòñÿ ôóíêöèåé e−ε|τ | ïðè 0 < ε < Re z. Áîëåå òîãî, äëÿ
ëþáîãî äèñêà D ⊂ (Re z > 0) ñóùåñòâóþò C, ε òàêèå, ÷òî

|g(τ, z)| < Ce−ε|τ | â R×D.

Ýòè äâà óòâåðæäåíèÿ ñîñòàâëÿþò ñîäåðæàíèå çàäà÷ 1.9 è 2.9.
Èç íèõ ñëåäóåò, ÷òî òåîðåìà î äèôôåðåíöèðîâàíèè ïîä çíàêîì èíòåãðàëà ïðèìåíèìà,

è Γ-ôóíêöèÿ ãîëîìîðôíà â îáëàñòè Re z > 0. ¤
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2 Ôîðìóëà ñäâèãà è àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå
Γ-ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ãîëîìîðôíûì ïðîäîëæåíèåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôàêòîðèàëîâ: äëÿ
ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n

(4) Γ(n) = (n− 1)!

Ýòî âûòåêàåò èç ñëåäóþùåé ôîðìóëû ñäâèãà: ïðè Re z > 0

(5) Γ(z + 1) = zΓ(z).

Ôîðìóëà ñäâèãà äîêàçûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì. Ïðè Re z > 0.

Γ(z) =

∫

R+

tz−1e−tdt =
1

z

∫

R+

e−tdtz =
1

z
tze−t

∣∣∣∣
+∞

0

+
1

z

∫

R+

tze−tdt =
1

z
Γ(z + 1).

Ðàâåíñòâî tz|t=0 = 0 èñïîëüçóåò òî, ÷òî Re z > 0. Îòñþäà ñëåäóåò ôîðìóëà (5). Çàìåòèì,
÷òî Γ(1) = 1. . Ýòî íåìåäëåííî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ. Ôîðìóëà (4) ñëåäóåò òåïåðü èç
ôîðìóëû ñäâèãà.

Èíäóêöèåé ïî n îïðåäåëèì Γ-ôóíêöèþ â ïîëîñå

Πn = {Re z ∈ [n− ε, n + 1 + ε]},

ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî â ïîëîñå Πn+1 Γ-ôóíêöèÿ óæå îïðåäåëåíà è óäîâëåòâîðÿåò (5). À èìåííî,
ïîëîæèì:

(6) Γ(z) =
Γ(z + 1)

z
.

Îòìåòèì, ÷òî â óçêîé ïîëîñå Ln+1 = {|Re z − (n + 1)| < ε} ôóíêöèÿ Γ çàäàíà äâóìÿ
ñïîñîáàìè: êàê îãðàíè÷åíèå Γ-ôóíêöèè èç ïîëîñû Πn+1 è ôîðìóëîé (6). Íî èç ôîðìóëû (6)
äëÿ Γ-ôóíêöèè â ïîëîñå Πn+1 ñëåäóåò, ÷òî ýòè äâà îïðåäåëåíèÿ Γ-ôóíêöèè ñîâïàäàþò. Ýòî
è çíà÷èò, ÷òî Γ-ôóíêöèÿ â ïîëîñå Πn ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêèì ïðîäîëæåíèåì Γ-ôóíêöèè,
çàäàííîé â ïîëîñå Πn+1.

3 Ïîëþñà è âû÷åòû Γ-ôóíêöèè
Âûðàçèì Γ-ôóíêöèþ â ëþáîé òî÷êå z, Re z 6 0, ÷åðåç çíà÷åíèÿ Γ-ôóíêöèè â ïðàâîé
ïîëóïëîñêîñòè. Ôèêñèðóåì z. Ïóñòü n òàêîâî, ÷òî Re (z + n) > 0. Òîãäà â îêðåñòíîñòè
òî÷êè z + n, Γ-ôóíêöèÿ ãîëîìîðôíà. Ïî ôîðìóëå (5)

Γ(z + n) = (z + n− 1)Γ(z + n− 1) = (z + n− 1)(z + n− 2) . . . (z + 1)zΓ(z) := Pn(z)Γ(z).

Èòàê:
Γ(z) =

Γ(z + n)

Pn(z)
.

Ïóñòü Pn(z) 6= 0. Òîãäà ïðè âñåõ w, áëèçêèõ ê z, ôîðìóëà

(7) Γ(w) =
Γ(w + n)

Pn(w)

çàäàåò ãîëîìîðôíóþ ôóíêöèþ. Ìíîãî÷ëåí Pn(z) èìååò êîðåíü z òîëüêî åñëè

z ∈ {0,−1, . . . , 1− n}.
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Èòàê, ôóíêöèÿ Γ ãîëîìîðôíà âíå öåëûõ îòðèöàòåëüíûõ òî÷åê.
Ïóñòü òåïåðü z = −n, n + 1 ∈ N. Íà÷íåì ñî ñëó÷àÿ n = 0, z = 0. Òîãäà ïðè ìàëûõ w,

Γ(w) =
Γ(w + 1)

w
.

Íàïîìíèì, ÷òî Γ(1) = 1, à

(8) Resa
f(z)

z − a
= f(a),

åñëè ôóíêöèÿ f ãîëîìîðôíà â a. Ñëåäîâàòåëüíî,

Res0Γ = 1.

Îòìåòèì, ÷òî
Pn(−n + w) = (−n + w) . . . (w + 1).

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè ìàëûõ w

Γ(−n + w) =
Γ(w)

(−n + w) . . . (−1 + w)
=

Γ(w + 1)

(−n + w) . . . (−1 + w)w
.

Âñå ìíîæèòåëè â çíàìåíàòåëå ïîñëåäíåé äðîáè, êðîìå w, ðàâíî êàê è ÷èñëèòåëü, îòëè÷íû
îò íóëÿ â ìàëîé îêðåñòíîñòè íóëÿ. Ïîýòîìó Γ-ôóíêöèÿ èìååò â òî÷êå −n ïðîñòîé ïîëþñ
ñ âû÷åòîì

Res−nΓ =
(−1)n

n!
.

4 Óáûâàíèå Γ-ôóíêöèè â íàïðàâëåíèè ìíèìîé îñè
Òåîðåìà 3 Γ-ôóíêöèÿ óáûâàåò â íàïðàâëåíèè ìíèìîé îñè áûñòðåå ëþáîé ñòåïåíè. Ýòî
óáûâàíèå ðàâíîìåðíî â ëþáîé ïîëîñå Re z ∈ [a, b].

Äîêàçàòåëüñòâî Êðàòêîå äîêàçàòåëüñòâî: îãðàíè÷åíèå Γ-ôóíêöèè íà ïðÿìóþ, ïà-
ðàëëåëüíóþ ìíèìîé îñè � ýòî ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå áûñòðî óáûâàþùåé ôóíêöèè.

Ïîäðîáíîå äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé 0 < a < b. Ôèêñèðóåì x è
ïóñòü z = x− αi. Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé (3).

Γ(x− iα) =

∫

R
(exτe−eτ

)e−iατdτ.

Ïðè ëþáîì x > 0, ôóíêöèÿ hx : τ 7→ exτe−eτ � áûñòðî óáûâàþùàÿ. Ôóíêöèÿ Γ(x− iα) �
åå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå. Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ Γ(x− iα) � òîæå áûñòðî óáûâàþùàÿ.
Ëåãêî äîêàçàòü ðàâíîìåðíîñòü ýòîãî óáûâàíèÿ ïî x ∈ [a, b]. Áûñòðîå óáûâàíèå â ïîëîñå
Re z ∈ [a, b] ïðè a < 0 âûâîäèòñÿ èç ïðåäûäóùåãî è ôîðìóëû ñäâèãà. ¤

5 Ôîðìóëà îòðàæåíèÿ
Γ-ôóíêöèÿ óäîâëåòâîðÿåò ìíîãèì çàìå÷àòåëüíûì ñîîòíîøåíèÿì. Âîò îäíî èç íèõ.

Òåîðåìà 4 Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà îòðàæåíèÿ:

(9) Γ(z)Γ(1− z) =
π

sin πz
.
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Äîêàçàòåëüñòâî Ýòà òåîðåìà âûâîäèòñÿ èç äîêàçàííûõ âûøå ñâîéñòâ Γ-ôóíêöèè è ïðî-
ñòåéøèõ òåîðåì êîìïëåêñíîãî àíàëèçà. À èìåííî, ðàññìîòðèì ðàçíîñòü

(10) R(z) = Γ(z)Γ(1− z)− π

sin πz

è äîêàæåì, ÷òî R(z) ≡ 0. Äëÿ ýòîãî óáåäèìñÿ, ÷òî óìåíüøàåìîå è âû÷èòàåìîå èìåþò îäíè
è òå æå ïðîñòûå ïîëþñà, à â íèõ � îäíè è òå æå âû÷åòû. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ R(z)
ãîëîìîðôíà. Ìû äîêàæåì, ÷òî îíà îãðàíè÷åíà. Òîãäà ïî òåîðåìå Ëèóâèëëÿ îíà êîíñòàíòà.
Íî lim

α→∞
R(x + iα) = 0, êàê áóäåò äîêàçàíî íèæå. Ñëåäîâàòåëüíî, R ≡ 0.

Ïåðåéäåì ê ïîäðîáíîìó èçëîæåíèþ.

Øàã 1. Ãîëîìîðôíîñòü ôóíêöèè R. Ôóíêöèÿ π
sin πz

èìååò ïîëþñà â öåëûõ òî÷êàõ
è òîëüêî â íèõ. Âû÷åòû â ýòèõ òî÷êàõ èìåþò âèä:

Resn

( π

sin πz

)
=

π

cos πn
= (−1)n−1.

Ôóíêöèÿ Γ èìååò ïðîñòûå ïîëþñà â òî÷êàõ n ∈ Z \ N è òîëüêî â íèõ. Ôóíêöèÿ Γ(1 − z)
ãîëîìîðôíà â ýòèõ òî÷êàõ. Ôóíêöèÿ Γ(1 − z) èìååò ïðîñòûå ïîëþñà â òî÷êàõ n ∈ N è
òîëüêî â íèõ. Ôóíêöèÿ Γ ãîëîìîðôíà â ýòèõ òî÷êàõ. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè n ∈ N ∪ {0},

Res−nΓ(z)Γ(1− z) = (Res−nΓ)Γ(1 + n) =
(−1)n

n!
n! = (−1)n.

Àíàëîãè÷íî, ïðè n ∈ N,

ResnΓ(z)Γ(1− z) = ResnΓ(1− z)Γ(n) = (−1)n.

Ñëåäîâàòåëüíî, âû÷åòû ôóíêöèé â ïðàâîé è ëåâîé ÷àñòÿõ ôîðìóëû (9) îäèíàêîâû, è
ôóíêöèÿ R ãîëîìîðôíà íà âñåé ïëîñêîñòè.

Øàã 2. Ïåðèîäè÷íîñòü R. Ôóíêöèÿ R ïåðèîäè÷íà ñ ïåðèîäîì 2. Äåéñòâèòåëüíî,
ýòèì ñâîéñòâîì îáëàäàåò ôóíêöèÿ π

sin πz
. Êðîìå òîãî,

Γ(z + 1) = zΓ(z)

Γ(1− (z + 1)) = Γ(−z) =
Γ(−z + 1)

−z
.

Ñëåäîâàòåëüíî, R(z + 1) = −R(z). Ïîýòîìó R(z + 2) = R(z).

Øàã 3. Ôóíêöèÿ R óáûâàåò âäîëü ìíèìîé îñè â ïîëîñå Re z 6 1.
Òî÷íåå, â îáëàñòè |Re z| 6 1 èìååì: lim

z→∞
R(z) = 0.

Ýòî íåìåäëåííî ñëåäóåò èç òåîðåìû 3.
Øàã 4.

Ïðåäëîæåíèå 1 Ãîëîìîðôíàÿ T -ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ R íà ïëîñêîñòè C ïðåâðàùà-
åòñÿ â ãîëîìîðôíóþ ôóíêöèþ íà C∗ = C \ {0} ñ ïîìîùüþ ñòàíäàðòíîé ôîðìóëû:

(11) ρ(ζ) = R

(
T

ln ζ

2πi

)
.
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Äîêàçàòåëüñòâî Êîãäà òî÷êà ζ îáõîäèò âîêðóã íóëÿ, ê ëîãàðèôìó ïðèáàâëÿåòñÿ 2πi,
è àðãóìåíò ôóíêöèè R â ôîðìóëå (11) ìåíÿåòñÿ íà T . Íî ñàìà ôóíêöèÿ ïðè ýòîì íå
ìåíÿåòñÿ, ïîòîìó ÷òî T � åå ïåðèîä! Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ ρ ãîëîìîðôíà â C∗. ¤

Êîãäà ζ → 0 â ëþáîì ñåêòîðå ñ ðàñòâîðîì ìåíüøå 2π è ñ âåðøèíîé 0, z = 2 ln ζ
2πi

→ ∞
â ïîëîñå |Re z| < 1, ïðè÷åì Im z → +∞. Ïðè ýòîì ðàññìàòðèâàåìàÿ íàìè ôóíêöìÿ R,
(10), ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. Ïî òåîðåìå îá óñòðàíèìîé îñîáåííîñòè, ôóíêöèÿ ρ ãîëîìîðôíî
ïðîäîëæàåòñÿ â 0.

Àíàëîãè÷íî, ôóíêöèÿ ρ ãîëîìîðôíî ïðîäîëæàåòñÿ â ∞. Íî ãîëîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ íà
ñôåðå Ðèìàíà ïîñòîÿííà. Ñëåäîâàòåëüíî, ρ ≡ const. Ïðåäåë ôóíêöèè ρ â íóëå ðàâåí íóëþ.
Ñëåäîâàòåëüíî, ρ ≡ 0, à çíà÷èò è R ≡ 0. ¤

6 Àêñèîìàòè÷åñêîå îïèñàíèå Γ-ôóíêöèè
Îòìåòèì, ÷òî ìû âîñïîëüçîâàëèñü îïðåäåëåíèåì Γ-ôóíêöèè ðîâíî òðè ðàçà: ïðè âûâîäå
ôîðìóëû ñäâèãà, ïðè ìåðîìîðôíîì ïðîäîëæåíèè Γ-ôóíêöèè íà ïëîñêîñòü è ïðè äîêàçà-
òåëüñòâå òîãî, ÷òî Γ-ôóíêöèÿ óáûâàåò â ëþáîé âåðòèêàëüíîé ïîëîñå. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî
ýòè òðè ñâîéñòâà, âìåñòè ñ Γ(z) = 1, çàäàþò Γ-ôóíêöèþ îäíîçíà÷íî.
Òåîðåìà 5 Âñÿêàÿ ôóíêöèÿ G, ãîëîìîðôíàÿ â ïðàâîé ïîëóïëîñêîñòè C+ : Re z > 0, óäî-
âëåòâîðÿþùàÿ ôîðìóëå ñäâèãà:

G(z + 1) = zG(z),

è óáûâàþùàÿ íà áåñêîíå÷íîñòè â ëþáîé âåðòèêàëüíîé ïîëîñå, ñîâïàäàåò ñ Γ-ôóíêöèåé,
ïðè óñëîâèè G(1) = 1:

G(z) ≡ Γ(z).

Äîêàçàòåëüñòâî

Øàã 1. Γ-ôóíêöèÿ íèãäå íå îáðàùàåòñÿ â 0. Ýòî ñâîéñòâî äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü äëÿ
z /∈ Z, ïîñêîëüêó â öåëûõ òî÷êàõ çíà÷åíèÿ Γ-ôóíêöèè èçâåñòíû. Ïðè z /∈ Z,

Γ(z)Γ(1− z) =
π

sin πz
.

Ïðàâàÿ ÷àñòü êîíå÷íà è îòëè÷íà îò íóëÿ, è îáà ìíîæèòåëÿ â ëåâîé ÷àñòè êîíå÷íû. Ñëå-
äîâàòåëüíî, íè îäèí èç íèõ íå ðàâåí íóëþ.

Øàã 2. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ
H(z) =

G(z)

Γ(z)
.

Îíà ãîëîìîðôíà â ïðàâîé ïîëóïëîñêîñòè. Â ñèëó ôîðìóëû ñäâèãà, îíà 1-ïåðèîäè÷íà:

H(z + 1) =
G(z + 1)

Γ(z + 1)
=

zG(z)

zΓ(z)
= H(z).

Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ
h(ζ) = H

(
ln ζ

2πi

)

ãîëîìîðôíà â C∗. Äîêàæåì, ÷òî ýòà ôóíêöèÿ îãðàíè÷åíà. Èç ôîðìóëû îòðàæåíèÿ è ñòðåì-
ëåíèÿ Γ-ôóíêöèè ê íóëþ â âåðòèêàëüíûõ ïîëîñàõ, ïîëó÷àåì:

|Γ(x + iα)| > C

| sin π(x + iα)| > C ′e−π|α|.
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Áîëåå ïîäðîáíî,
|Γ(x + iα)||Γ(1− (x + iα))| = π

| sin π(x + iα)|
Âòîðîé ñîìíîæèòåëü â ëåâîé ÷àñòè îãðàíè÷åí ñâåðõó íåêîòîðîé êîíñòàíòîé C1. Ïîýòîìó

|Γ(x + iα)| > π

C1| sin π(x + iα)|
Ñëåäîâàòåëüíî,

|H(x + iα)| =
∣∣∣∣
G(x + iα)

Γ(x + iα)

∣∣∣∣ < ceπ|α|.

Ïðè ζ = reiϕ, z = ln ζ
2πi

èìååì:

|Im z| = | ln r|
2π

.

Ñëåäîâàòåëüíî,
|h(ζ)| < ce

| ln r|
2 =

c√
r
.

Çíà÷èò ôóíêöèÿ h ðàñòåò ïðè ïðèáëèæåíèè ê íóëþ ìåäëåííåå, ÷åì r−1. Ïî òåîðåìå îá
óñòðàíèìîé îñîáåííîñòè, îíà ãîëîìîðôíî ïðîäîëæàåòñÿ â 0. Àíàëîãè÷íî, h ãîëîìîðôíî
ïðîäîëæàåòñÿ â áåñêîíå÷íîñòü. Ñëåäîâàòåëüíî, îíà êîíñòàíòà êàê ãîëîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ
íà âñåé ñôåðå Ðèìàíà. Íî h(1) = 1. Ñëåäîâàòåëüíî, h ≡ 1. ¤


