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Ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè.

1 Îïðåäåëåíèå ëîãàðèôìà è ýêñïîíåíòû ïî Êîëìîãîðîâó.

1. Îïðåäåëåíèå ëîãàðèôìà: log x =
∫∞
1

dt
t

2. Îñíîâíîå ñâîéñòâî: log xy = log x+ log y

3. Ïðîèçâîäíàÿ: (log x)′ = 1
x

4. Ýêñïîíåíòà: ôóíêöèÿ, îáðàòíàÿ ê ëîãàðèôìó.

5. Ïðîèçâîäíàÿ ýêñïîíåíòû ( ñ ïîìîùüþ òåîðåìû îá îáðàòíîé ôóíêöèè)

6. Ðÿä Òåéëîðà äëÿ ýêñïîíåíòû.

7. Àíàëèòè÷íîñòü ýêñïîíåíòû. Êîìïëåêñíîå ïðîäîëæåíèå.

2 Ôîðìóëà Ýéëåðà êàê ïðåäåëüíûé ñëó÷àé ôîðìóëû Ìóàâðà.

2.1 Äðóãîå îïðåäåëåíèå ýêñïîíåíòû

ez = lim
n→∞

(
1 +

z

n

)n

Òåîðåìà 1 Íîâîå îïðåäåëåíèå ðàâíîñèëüíî ñòàðîìó.

Äîêàçàòåëüñòâî Ñëó÷àé x ∈ R.

log
(
1 +

x

n

)n

= n log
(
1 +

x

n

)
= n

(x
n
+ o(1)

)
→ x

Ñëåäñòâèå 1
(
1 + x

n

)n → ex ïðè n → ∞, x ∈ R

Ñëó÷àé z ∈ C

sn(x) =
n∑

k=1

xk

k!
, Pn(x) =

(
1 +

x

n

)n

.

Äîêàçàíî:
sn(x)− Pn(x) → 0 ∀x ∈ R n → ∞

Õîòèì:
sn(z)− Pn(z) → 0 ∀z ∈ C n → ∞

sn(z)− Pn(z) =
n∑

k=0

zk

k!
−
( z
n

)k

Ck
n :=

n∑
k=0

ckz
k

ck =
1

k!
− n(n− 1) . . . (n− k + 1)

nkk!
=

1

k!

(
1− n . . . (n− k + 1)

nk

)
> 0 (!)

Ïîëîæèòåëüíîñòü êîýôôèöèåíòîâ ck èãðàåò ðåøàþùóþ ðîëü â ñëåäóþùåé âûêëàäêå:

|sn(z)− Pn(z)| = |
n∑

k=0

ckz
k| 6

n∑
k=0

ckr
k = sn(x)− Pn(x) → 0, r = |z|, ck > 0 ïðè k > 0

�
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2.2 Êîìïëåêñíûå ÷èñëà, ìîäóëü è àðãóìåíò, ôîðìóëà Ìóàâðà

(1) z = x+ iy = r(cosϕ+ i sinϕ)

Ôîðìóëà Ìóàâðà: zn = rn(cosnϕ+ i sinnϕ).

2.3 Ôîðìóëà Ýéëåðà

Òåîðåìà 2 ez = exeiy = ex(cos y + i sin y).

Äîêàçàòåëüñòâî Ðàâíîñèëüíî: |ez| = ex, arg ez = y.
Êàðòèíêà è äîêàçàòåëüñòâî:
|1 + z

n
| = 1 + x

n
+ o( 1

n
),

|(1 + z
n
)n| =

(
1 + x

n
+ o( 1

n
)
)n → ex

arg(1 + z
n
) = y

n
+ o( 1

n
),

arg (1 + 1
n
)
n
= y + o(1) → y. �

3 Ñèíóñ: îò ïðîòèâîëåæàùåãî êàòåòà äî ðÿäà Òåéëîðà

Òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ôîðìà êîìïëåêñíîãî ÷èñëà (1) âûòåêàåò èç ýëåìåíòàðíûõ îïðåäåëå-
íèé ñèíóñà è êîñèíóñà.

Îòñþäà âûâîäèòñÿ ôîðìóëà Ýéëåðà êàê ñäåëàíî âûøå.
ez = ex(cosx+ i sin y).
Ýêñïîíåíòà â ëåâîé ÷àñòè ôîðìóëû Ýéëåðà îïðåäåëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ðÿäÿ Òåéëîðà.

Ïîýòîìó

eiy = cos y + i sin y =
∑ (iy)k

k!
= 1 + iy − y2

2
− i

y3

6
+

y4

4!
+ i

y5

5!
+ . . .

Ïðèðàâíèâàÿ âåùåñòâåííûå è ìíèìûå ÷àñòè, ïîëó÷àåì ðÿäû Òåéëîðà äëÿ ñèíóñà è êîñè-
íóñà.

cos y =
∞∑
k=0

(−1)k
y2k

(2k)!
= 1− y2

2
+

y4

4!
− . . .

sin y =
∞∑
k=1

(−1)k−1 y2k−1

(2k − 1)!
= y − y3

3!
+

y5

5!
− . . .

Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ïîëó÷àþòñÿ ôîðìóëû:

sin′ = cos, cos′ = − sin .

Íî îíè ïîëó÷àþòñÿ è èç ýëåìåíòàðíûõ ñîîáðàæåíèé. Êðóã çàìêíóëñÿ.


