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Ñâîéñòâà ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå è èõ ïðèìåíåíèå.

1 Äèôôåðåíöèðóåìîñòü è óáûâàíèå

Êîýôôèöèåíòû Ôóðüå m ðàç äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè óáûâàþò êàê |k|−m. Àíàëîãè÷-
íûì ñâîéñòâîì îáëàäàåò ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå.

Òåîðåìà 1 Ïóñòü ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ôóíêöèè f (m) îãðàíè÷åíî: |F(f (m))| < C, à ñàìà
ôóíêöèÿ âìåñòå ñ ïðîèçâîäíûìè äî ïîðÿäêà (m−1) ñòðåìèòñÿ ê íóëþ íà áåñêîíå÷íîñòè.
Òîãäà ïðè |α| > 1 âûïîëíåíî

(1) |f̃(α)| < C

|α|m
.

Äîêàçàòåëüñòâî Ïîõîæàÿ òåîðåìà óæå äîêàçàíà â ëåêöèè 5, òîëüêî òàì ôóíêöèÿ f áûëà
ôèíèòíà.

Èíäóêöèÿ ïî m. Áàçà: m = 1. Èìååì

F(f ′)(α) =

∫
R
f ′(x)e−iαxdx =

∫
R
e−iαxdf(x) = iα

∫
R
f(x)e−iαxdx = iαF(f).

Äâîéíàÿ ïîäñòàíîâêà ïðè èíòåãðèðîâàíèè ïî ÷àñòÿì îáðàùàåòñÿ â íîëü: ïîñêîëüêó f(x) →
0 ïðè x→ ∞. Ñëåäîâàòåëüíî,

|f̃(α)| = |f̃ ′(α)|
|α|

.

Øàã èíäóêöèè ñîñòîèò â ïðèìåíåíèè ýòîãî íåðàâåíñòâà ê ïðîèçâîäíûì f ′, f ′′, . . . , f (m) è
äàåò (1). �

2 Óáûâàíèå è äèôôåðåíöèðóåìîñòü

Ñïðàâåäëèâà îáðàòíàÿ òåîðåìà: óáûâàíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ôóíêöèè èç L2(R) íà
áåñêîíå÷íîñòè ñî ñêîðîñòüþ c|α|−m âëå÷åò m-êðàòíóþ äèôôåðåíöèðóåìîñòü ôóíêöèè ïðè
óñëîâèè: ÷òî èíòåãðàëû

∫
R f(α)|α|

mdα àáñîëþòíî ñõîäÿòñÿ. Ìû íå áóäåì äîêàçûâàòü ýòî
óòâåðæäåíèå, à äîêàæåì ðîäñòâåííûé, ñóùåñòâåííî áîëåå ïîëåçíûé ôàêò.

3 Ïðîñòðàíñòâî áûñòðî óáûâàþùèõ ôóíêöèé

Îïðåäåëåíèå 1 Ôóíêöèÿ íà R íàçûâàåòñÿ áûñòðî óáûâàþùåé, åñëè îíà áåñêîíå÷íî äèô-
ôåðåíöèðóåìà è óáûâàåò íà áåñêîíå÷íîñòè áûñòðåå ëþáîé ñòåïåíè ìîäóëÿ x âìåñòå ñ
ëþáîé ñâîåé ïðîèçâîäíîé. Ïðîñòðàíñòâî âñåõ òàêèõ ôóíêöèé îáîçíà÷àåòñÿ S.

Òåîðåìà 2 Ïðîñòðàíñòâî áûñòðî óáûâàþùèõ ôóíêöèé îòîáðàæàåòñÿ íà ñåáÿ ïðåîáðà-
çîâàíèåì Ôóðüå.

Äîêàçàòåëüñòâî Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ôóíêöèþ f ∈ S. Î÷åâèäíî, îíà ïðèíàäëå-
æèò L2(R) (äîêàæèòå!) Îíà áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìà. Ñëåäîâàòåëüíî, åå ïðåîáðàçî-
âàíèå Ôóðüå óáûâàåò áûñòðåå ëþáîé ñòåïåíè íà áåñêîíå÷íîñòè. Äîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîé
ôóíêöèè f ∈ S åå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìî. Äåéñòâèòåëüíî,
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ôóíêöèÿ f óáûâàåò áûñòðåå ëþáîé ñòåïåíè íà áåñêîíå÷íîñòè. Òåì æå ñâîéñòâîì îáëàäàåò
ôóíêöèÿ xmf(x) äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî m. Ñëåäîâàòåëüíî, âñå ôóíêöèè

gk = (ix)kf(x)e−ixα

ìàæîðèðóþòñÿ ïðè ëþáîì α ∈ R ôóíêöèåé F(x) = Ck

1+x2 . Èíòåãðàë ýòîé ôóíêöèè ñõîäèòñÿ.
Çíà÷èò, èíòåãðàë

Ik(α) =

∫
R
(ix)kf(x)eiαxdx

äîïóñêàåò äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî α ïîä çíàêîì èíòåãðàëà. Ýòî äàåò:

Ik+1(α) = I ′k(α).

Ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî I0 = f̃ , ýòî äîêàçûâàåò òåîðåìó. �

4 Ñâåðòêà

Ïîäîáèå ñâåðòêè âîçíèêëî ïðè èçó÷åíèè δ-îáðàçíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. À èìåííî, ìû
äîêàçàëè, ÷òî åñëè ∆n � δ-îáðàçíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, à f � ôèíèòíàÿ íåïðåðûâíàÿ
ôóíêöèÿ, òî

(2)

∫
R
f(x)∆n(x− y)dx⇒ f(y).

Çàìå÷àíå 1 Â ýòîé òåîðåìå ôèíèòíîñòü ìîæíî çàìåíèòü íà îãðàíè÷åííîñòü.

Îïåðàöèÿ, ïåðåâîäÿùàÿ ïàðó ôóíêöèé f, ∆n â ëåâóþ ÷àñòü ñîîòíîøåíèÿ (2) íåñèì-
ìåòðè÷íà. Åå ñèììåòðè÷íûé àíàëîã îïðåäåëÿåòñÿ òàê:

Îïðåäåëåíèå 2 Ñâåðòêà äâóõ ôóíêöèé íà ïðÿìîé (îáîçíà÷àåòñÿ f ∗ g) � ýòî ôóíêöèÿ

f ∗ g : y 7→
∫
R
f(x)g(y − x)dx.

Ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå ðàâíîñèëüíî.

Îïðåäåëåíèå 3 Ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíóþ 1-ôîðìó íà ïëîñêîñòè:

ωx = f(x)g(y)dx

Ïîëîæèì:

(3) f ∗ g(z) =
∫
lz

ωx.

Çäåñü lz � ïðÿìàÿ x + y = z, îðèåíòàöèÿ êîòîðîé èíäóöèðóåòñÿ èç îðèåíòàöèè îñè x
ïðîåêòèðîâàíèåì (x, y) 7→ x.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âñå ó÷àñòâóþùèå â îïðåäåëåíèè èíòåãðàëû ñõîäÿòñÿ.

Òåîðåìà 3 Ñâåðòêà ñèììåòðè÷íà:

f ∗ g = g ∗ f
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Äîêàçàòåëüñòâî Ïî îïðåäåëåíèþ,

g ∗ f =

∫
lz

g(x)f(y)dx :=

∫
lz

ω′
x

Ñèììåòðèÿ s : (x, y) 7→ (y, x) ïåðåâîäèò ôîðìó ω′
x â ôîðìó ωy = f(x)g(y)dy. Çàìåòèì, ÷òî

íà lz : ωx + ωy = 0. Ñèììåòðèÿ s ïåðåâîäèò lz â −lz. Ïîýòîìó∫
lz

ω′
x =

∫
−lz

s∗ω′
x =

∫
−lz

ωy = −
∫
−lz

ωx =

∫
lz

ωx.

�

5 Ñâåðòêà è ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå

Òåîðåìà 4 Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïåðåâîäèò ñâåðòêó â ïðîèçâåäåíèå è ïðîèçâåäåíèå â
ñâåðòêó (ïîñëåäíåå � ñ êîýôôèöèåíòîì 1

2π
).

Äîêàçàòåëüñòâî Äîêàæåì, ÷òî

(4) F(f ∗ g) = f̃ g̃

Ïî ôîðìóëå (3),

F(f ∗ g)(α) =
∫
R

(∫
lz

f(x)g(y)dx

)
e−iαzdz =

∫
R2

e−iα(x+y)f(x)g(y)dxdy =∫
R
e−iαxf(x)e−iαyg(y)dxdy = f̃(α)g̃(α).

Ðàâåíñòâî

(5) F(fg) =
1

2π
f̃ ∗ g̃

âûâîäèòñÿ èç (4) è ôîðìóëû äëÿ êâàäðàòà ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå: F2 = 2πS, ãäå S �
îïåðàòîð îáðàùåíèÿ àðãóìåíòà:

Sf : x 7→ f(−x).
Ïðèìåíèì ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå à îáåèì ÷àñòÿì ðàâåíñòâà (4). Òîãäà

F2(f ∗ g) = S(f ∗ g) = 2πF(f̃ g̃).

Âîçüìåì òåïåðü f̃ è g̃ çà èñõîäíûå ôóíêöèè è îáîçíà÷èì èõ ϕ è ψ. Òîãäà f = 1
2π
SFϕ, g =

1
2π
SFψ, è ìû ïîëó÷àåì ôîðìóëó:

(6)
1

2π
S(SFψ ∗ SFϕ) = F(ϕψ).

Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî ëåâàÿ ÷àñòü ðàâíà 1
2π
Fψ ∗ Fϕ. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü u è v � ïðî-

èçâîëüíûå ôóíêöèè èç S; òîãäà

(7) S(Su ∗ Sv) = u ∗ v.

Ðàâåíñòâà (6) è (7) âëåêóò (5). Ðàâåíñòâî (6) äîêàçàíî. Äîêàæåì (7):

S(Su ∗ Sv)(z) = (Su ∗ Sv)(−z) =
∫
l−z

u(−x)v(−y)dx = −
∫
−lz

u(x)v(y)dx = u ∗ v(z).

�
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6 Çàäà÷à Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå óðàâíåíèå â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ñ êðàåâûì óñëîâèåì

ut = ux2 , t > 0, x ∈ R, u(0, x) = f(x).

Èùåì v(t, α) = Fxu(t, α)
vt = −α2v, v(0, α) = f̃(α)

v(t, α) = f̃(α)e−tα2

.

Óñïåõ! Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå îò èñêîìîãî ðåøåíèÿ ïîëó÷åíî. Îñòàåòñÿ çàâåäîìî âûïîë-
íèìûé øàã � îáðàòèòü ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå .

Âàæíîå çàìå÷àíèå. Ïðè ýòîì îáðàùåíèè ìû èùåì ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå îò ôóíê-
öèé âèäà f(λα). Ýòè ïðåîáðàçîâàíèÿ èìåþò âèä 1

λ
f̃( 1

λ
x). Òàêèå ñåìåéñòâà ôóíêöèé íàì

óæå âñòðå÷àëèñü. Ïðè óñëîâèÿõ: f(0) = 1
2π
, f̃ > 0, îíè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé δ-îáðàçíîå

ñåìåéñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè g > 0 è
∫
R g = 1, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ∆n(x) = ng(nx)

� δ-îáðàçíàÿ. Ýòî - (ïðîñòàÿ) çàäà÷à èç çàíÿòèÿ 3. Íî, â ñèëó ôîðìóëû îáðàùåíèÿ äëÿ
ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå,

∫
R f̃ = 2πf(0). Ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâíà 1 ïðè f(0) = 1

2π
.

Âåðíåìñÿ ê ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè. Îáðàùàÿ ïðåîáðàçðâàíèå Ôóðüå,
ïîëó÷àåì:

u(t, x) =
1

2π
S ◦ Fα(f̃(α)e

−tα2

) =
1

(2π)2
S(Fαf̃Fα(e

−tα2

=

1

2π
f ∗ SFα(e

−tα2

) =
1

2π
f ∗ Fα(e

−tα2

),

ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ Fα(e
−tα2

) � ÷åòíàÿ. Äàëåå, êàê îáúÿñíåíî â çàìå÷àíèè âûøå,

1

2π
Fα(e

−tα2

) =
1√
4πt

e−
x2

4t .

Ïðè t→ 0 ýòî � δ-îáðàçíîå ñåìåéñòâî. Ïîýòîìó f ∗ Fα(e
−tα2

) → f ïðè t→ 0.
Çàäà÷à Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè ðåøåíà.


