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Ðÿäû è ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå äëÿ ãîëîìîðôíûõ
ôóíêöèé.

1 Íàïîìèíàíèÿ èç êîìïëåêñíîãî àíàëèçà.

• Îïðåäåëåíèå ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé.

• Èíòåãðàë Êîøè.

• Èíòåãðàëüíàÿ òåîðåìà Êîøè.

• Îáðàòíàÿ òåîðåìà (åñëè èíòåãðàë íå çàâèñèò îò ïóòè, òî ôóíêöèÿ ãîëîìîðôíà.)

2 Ðÿäû Ôóðüå äëÿ ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé.

Òåîðåìà 1 Êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ãîëîìîðôíîé ôóíêöèè íà îêðóæíîñòè óáûâàþò ýêñ-

ïîíåíöèàëüíî. Áîëåå ïîäðîáíî, ïóñòü ôóíêöèÿ f ãîëîìîðôíà â ïîëîñå | Im z| < δ, è â

ýòîé ïîëîñå max |f(z)| = M . Òîãäà k-é êîýôôèöèåíò Ôóðüå fk ôóíêöèè f óäîâëåòâîðÿåò

íåðàâåíñòâó:

(1) |fk| 6Me−δ|k|.

Äîêàçàòåëüñòâî Ïî èçâåñòíîé ôîðìóëå,

fk =
1

2π

∫ π

−π

f(x)e−ikxdx.

Ïóñòü k < 0. ðàññìîòðèì ïðÿìîóãîëüíèê Π ñ âåðøèíàìè −π, π, π + iδ,−π + iδ è ïóñòü Γ �
åãî ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííàÿ ãðàíèöà. Äîêàæåì, ÷òî

fk =

∫ π+iδ

−π+iδ

f(z)e−ikzdz.

Äåéñòâèòåëüíî, ïî òåîðåì Êîøè

(2)

∫
Γ

f(z)e−ikzdz = 0.

Íî Γ � îðèåíòèðîâàííàÿ ãðàíèöà ïðÿìîóãîëüíèêà Π, ïðàâàÿ âåðòèêàëüíàÿ ñòîðîíà êîòî-
ðîãî ïîëó÷àåòñÿ èç ëåâîé ïåðåíîñîì íà 2π. À ïîäèíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ â èíòåãðàëå (2)
2π-ïåðèîäè÷íà. Ïîýòîìó åå èíòåãðàëû ïî (ïðîòèâîïîëîæíî îðèåíòèðîâàííûì) âåðòèêàëü-
íûì ñòîðîíàì âçàèìíî óíè÷òîæàþòñÿ, à èíòåãðàëû ïî ãîðèçîíòàëüíûì ñòîðîíàì ðàâíû:∫ π

−π

f(z)e−ikzdz =

∫ π+iδ

−π+iδ

f(z)e−ikzdz.

Íî
max

[−π+iδ,π+iδ]
|f(z)e−kz| = Me−ikδ.

Îòñþäà ñëåäóåò (1). �
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3 Ôóíêöèÿ Ãàóññà � íåïîäâèæíàÿ òî÷êà ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå.

Òåîðåìà 2 Ôóíêöèÿ Ãàóññà f(x) = e−
x2

2 � íåïîäâèæíàÿ òî÷êà íîðìàëèçîâàííîãî ïðåîá-

ðàçîâàíèÿ Ôóðüå.

Äîêàçàòåëüñòâî Äîêàçàòåëüñòâî ïîëó÷àåòñÿ âûõîäîì â êîìïëåêñíóþ îáëàñòü, è äàåòñÿ
ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì.

f̃0(α) =
1√
2π

∫
R
e−

x2

2
−iαxdx =

1√
2π

∫
R
e−

1
2
(x2+2iαx−α2)e−

α2

2 dx =
e−

α2

2

√
2π

∫
R
e−

1
2
(x+iα)2dx := e−

α2

2 C(α).

Íàáëþäåíèå 1 C(α) íå çàâèñèò îò α è ðàâíî 1!

Äåéñòâèòåëüíî, ∫
R
e−

1
2
(x+iα)2dx =

∫
R+iα

e−
z2

2 dz.

Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ f0(z) â ëþáîé ïîëîñå Im z ∈ [0, α] ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè Re z → ±∞,
ïîëó÷àåì, ïî èíòåãðàëüíîé òåîðåìå Êîøè, ÷òî∫

R+iα

e−
z2

2 dz =

∫
R
e−

x2

2 dx,

è òåì ñàìûì, äåéñòâèòåëüíî íå çàâèñèò îò α. Èòàê, äëÿ C = C(α)

f̃0(z) = Cf0(z),

òî åñòü ôóíêöèÿ f0 � ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ñ ïîëîæèòåëüíûì
ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì. Íî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå � èçîìåòðèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, C = 1,
f̃0 = f .

Ïîïóòíî ìû äîêàçàëè, ÷òî ∫
R
e−

x2

2 dx =
√
2π

(ôîðìóëà Ýéëåðà-Ïóàññîíà). Äåéñòâèòåëüíî,

C =
1√
2π

∫
R
e−

x2

2 dx = 1.

�

4 Ãîëîìîðôíîñòü èíòåãðàëà, çàâèñÿùåãî îò ïàðàìåòðà.

Òåîðåìà 3 Ïóñòü ôóíêöèÿ f îïðåäåëåíà íà ïðÿìîì ïðîèçâåäåíèè îòðåçêà σ = [a, b] ⊂ R
è îáëàñòè U ⊂ C ñ êîîðäèíàòàìè x íà σ è z íà U . Ïóñòü ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà ïî

ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ è ãîëîìîðôíà ïî z ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè x ∈ σ.
Òîãäà èíòåãðàë

(3) I(z) =

∫ b

a

f(x, z)dx

ãîëîìîðôåí ïî z â îáëàñòè U .
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Çàìå÷àíå 1 Ïî îïðåäåëåíèþ, ãîëîìîðôíîñòü îçíà÷àåò, ÷òî ôóíêöèÿ I èìååò êîìïëåêñ-

íóþ ïðîèçâîäíóþ. Íî, â îòëè÷èå îò òåîðåìû î äèôôåðåíöèðóåìîñòè ïîä çíàêîì èíòå-

ãðàëà, ìû íå òðåáóåì íåïðåðûâíîñòè ïðîèçâîäíîé ∂f
∂z
. Ýòî ïðîèñõîäèò ïî äâóì ïðè÷è-

íàì. Âî-ïåðâûõ, ýòà íåïðåðûâíîñòü ñëåäóåò èç íåïðåðûâíîñòè f è èíòåãðàëüíîé ôîð-

ìóëû äëÿ ïðîèçâîäíîé ãîëîìîðôíîé ôóíêöèè. Âî-âòîðûõ, íåïðåðûâíîñòü ïðîèçâîäíîé íå

èñïîëüçóåòñÿ â äîêàçàòåëüñòâå.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå ãîëîìîðôíîé ôóíê-
öèè.

Îïðåäåëåíèå 1 Ôóíêöèÿ I : U → C ãîëîìîðôíà, åñëè åå èíòåãðàë ïî ëþáîìó C1-

ãëàäêîìó êîíòóðó, ñòÿãèâàåìîìó â U , ðàâåí íóëþ. Òî÷íåå, ðàâåí íóëþ èíòåãðàë îò 1-
ôîðìû I(z)dz.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé ñòÿãèâàåìûé êîíòóð γ : [0, 1] →
U, γ(0) = γ(1), γ ∈ C1. Ïî îïðåäåëåíèþ,

(4) I0 =

∫
γ

I(z)dz =

∫ 1

0

I(γ(t))γ′(t)dt.

Ïî ôîðìóëå (3), ýòîò èíòåãðàë ðàâåí

I0 =

∫ 1

0

dt

∫ b

a

f(x, γ(t))γ′(t)dx.

Ïîäèíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ âî âòîðîì èíòåãðàëå íåïðåðûâíà ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ
(x, t) â σ × [0, 1]. Ïî òåîðåìå î ðàâåíñòâå ïîâòîðíûõ èíòåãðàëîâ,

I0 =

∫ b

a

dx

∫ 1

0

f(x, γ(t))γ′(t)dt.

Íî âíóòðåííèé èíòåãðàë � ýòî èíòåãðàë ïî çàìêíóòîìó êîíòóðó îò ãîëîìîðôíîé ôóíêöèè
f(x, z), x ôèêñèðîâàíî, z ∈ U :∫ 1

0

f(x, γ(t))γ′(t)dt =

∫
γ

f(x, z)dz = 0

äëÿ ëþáîãî x ∈ σ. Ñëåäîâàòåëüíî, I0 = 0. Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè ñòÿãèâàåìîãî êîíòóðà γ
ïîëó÷àåì, ÷òî ôóíêöèÿ I ãîëîìîðôíà. �

Àíàëîãè÷íî ôîðìóëèðóåòñÿ è äîêàçûâàåòñÿ òåîðåìà î ãîëîìîðôíîñòè íåñîáñòâåííîãî
èíòåãðàëà.

5 Ãîëîìîðôíîñòü íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà, çàâèñÿùåãî îò ïàðà-

ìåòðà.

Òåîðåìà 4 Ïóñòü ôóíêöèÿ f îïðåäåëåíà íà ïðÿìîì ïðîèçâåäåíèè ëó÷à σ = [0,∞] è
îáëàñòè U ⊂ C ñ êîîðäèíàòàìè è z íà U x ∈ σ. Ïóñòü ôóíêöèÿ f ìàæîðèðóåòñÿ íà

ëó÷å σ ôóíêöèåé F ñî ñõîäÿùèìñÿ èíòåãðàëîì:

|f(x, z)| < F(x) ∀z ∈ U, x ∈ σ, ïðè÷åì

∫
σ

F(x)dx < ∞.

Òîãäà èíòåãðàë

(5) I(z) =

∫
σ

f(x, z)dx

ãîëîìîðôåí ïî z â îáëàñòè U .
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Äîêàçàòåëüñòâî Äîêàçàòåëüñòâî ïîëó÷àåòñÿ îáúåäèíåíèåì ïðåäûäóùåãî ñ äîêàçàòåëü-
ñòâîì òåîðåìû îá èíòåãðèðîâàíèè íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà ïî ïàðàìåòðó. Ïóñòü ôóíêöèÿ
I è èíòåãðàë I0 îïðåäåëåíû ôîðìóëàìè (5) è (4). Âìåñòî ðàâåíñòâà I0 = 0 ìû äîêàæåì,
÷òî |I0| < ε äëÿ ëþáîãî ε > 0. Îòñþäà íåìåäëåííî ñëåäóåò, ÷òî I0 = 0.

Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå ε, êîíòóð γ è òàêîå N , ÷òî

(6)

∫ ∞

N

F(x)dx <
ε

M
,

ãäå M = max[0,1] |γ′|. Òîãäà

I0 = I1 + I2, I1 =

∫ N

0

dx

∫
γ

f(x, z)dz, I2 =

∫ 1

0

dt

∫ ∞

F
f(x, γ(t))γ′(t)dx.

Ïîñêîëüêó F ìàæîðèðóåò f(x, z) äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî z ∈ U , è âûïîëíåíà îöåíêà
(6), ïîëó÷àåì: |I2| < ε. Ðàâåíñòâî I1 = 0 äîêàçàíî âûøå. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî I0 = 0. �

6 Ïðèìåðû.

Ñëåäñòâèå 1 Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ôèíèòíîé ôóíêöèè ãîëîìîðôíî íà âñåé ïëîñêîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî Ðå÷ü èäåò î ôóíêöèè

f̃(α) =

∫
R
f(x)e−iαxdx,

ãäå ôóíêöèÿ f ôèíèòíà. Ïóñòü supp f ⊂ [a, b]. Ïåðåîáîçíà÷åíèå:

α z, f(x)e−iαx  F (x, z), f̃ ∼ I.

Ôóíêöèÿ F ãîëîìîðôíà ïî z ïðè ëþáîì x ∈ [a, b], è

I(z) =

∫ b

a

F (x, z)dx

Ñëåäñòâèå âûòåêàåò èç òåîðåìû 3. �

Ñëåäñòâèå 2 Ïóñòü ôóíêöèÿ f îãðàíè÷åíà, è

supp f ⊂ R+ = {x > 0}.

Òîãäà ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ôóíêöèè f ãîëîìîðôíî â íèæíåé ïîëóïëîñêîñòè.

Ýòî ñëåäñòâèå ïðåäëàãàåòñÿ â êà÷åñòâå çàäà÷è. Ê åå ðåøåíèþ äàåòñÿ ëèøü ñëåäóþùåå
óêàçàíèå. Ôóíêöèÿ f(x)e−iαx ïðè âñåõ α èç îáëàñòè Im α 6 η < 0 ìàæîðèðóåòñÿ ôóíêöèåé

F(x) = (supR+ |f |)eηx, η < 0.

Èíòåãðàë ýòîé ôóíêöèè ñõîäèòñÿ.

Ñëåäñòâèå 3 Γ � ôóíêöèÿ Ýéëåðà, çàäàííàÿ ðàâåíñòâîì

Γ(z) =

∫ ∞

0

xz−1e−xdx

ãîëîìîðôíà â îáëàñòè Re z > 1.

Ýòî ñëåäñòâèå òàêæå ïðåäëàãàåòñÿ â êà÷åñòâå çàäà÷è.


