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Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå.

1 Îïðåäåëåíèå è îñíîâíûå ðåçóëüòàòû.
Ïóñòü f ∈ L2(R). Ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå ôóíêöèè f íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ

(1) f̃(α) =

∫

R
f(x)e−iαxdx

Íîðìèðîâàííûì ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå ôóíêöèè f íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ

(2) f̂ =
1√
2π

f̃

Èç ôîðìóëû íå î÷åâèäíî, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ñóùåñòâóåò äëÿ ëþáîé ôóíêöèè
f ∈ L2R. Ýòî äîêàçàíî íèæå.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ñåãîäíÿøíåé ëåêöèè òàêîâû:

Òåîðåìà 1 (Ðàâåíñòâî Ïëàíøåðåëÿ) f ∈ L2(R) ⇒ f̃ ∈ L2(R), è ||f || = ||f̃ ||.
Òåîðåìà 2 Ôîðìóëà îáðàùåíèÿ: ∀f ∈ L2(R),

f(x) =
1

2π

∫

R
f̃(α)eiαxdα

Ìû äîêàæåì ýòè òåîðåìû ñíà÷àëà äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ôóíêöèÿ f � ôèíèòíàÿ äâàæäû
ãëàäêàÿ, à çàòåì ðàñïðîñòðàíèì èõ íà âñå L2(R).

Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ÿâëÿåòñÿ êîíòèíóàëüíûì àíàëîãîì ðÿäà Ôóðüå. Ðÿäû Ôóðüå
îïðåäåëåíû äëÿ ôóíêöèé íà îêðóæíîñòè, à ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå � äëÿ ôóíêöèé íà
ïðÿìîé. Âòîðîå ïîëó÷àåòñÿ èç ïåðâîãî ïðåäåëüíûì ïåðåõîäîì ïî ñåìåéñòâó îêðóæíîñòåé,
äëèíà êîòîðûõ ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè.

2 Óáûâàíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ôèíèòíîé ãëàäêîé ôóíêöèè.
Òåîðåìà 3 Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ôèíèòíîé ôóíêöèè êëàññà Cm óáûâàåò íå ìåäëåííåå,
÷åì |x|−m.

Ýòà òåîðåìà äîêàçûâàåòñÿ òî÷íî òàê æå, êàê åå àíàëîã äëÿ ðÿäîâ Ôóðüå.
Äîêàçàòåëüñòâî Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïåðåâîäèò äèôôåðåíöèðîâàíèå â óìíîæåíèå íà
iα:

(3) f̃ ′(α) = iαf̃(α).

Ýòà ôîðìóëà äîêàçûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì. Èíòåãðàëû ïèøóò-
ñÿ ïî ïðÿìîé (è ýòî íå óêàçàíî â îáîçíà÷åíèÿõ), íî áåðóòñÿ ïî îòðåçêó, âíå êîòîðîãî
ôóíêöèÿ f ðàâíà íóëþ. Âîçíèêàþùèå äâîéíûå ïîäñòàíîâêè èñ÷åçàþò, ïîñêîëüêó f = 0 íà
êîíöàõ îòðåçêà. Èíîãäà ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå îáîçíà÷àþò ñèìâîëîì F , ÷òîáû èçáåæàòü
ðàçíî÷òåíèé. Èìååì:

F(f ′)(α) =

∫
f ′(x)e−iαxdx =

∫
e−iαxdf(x) = −

∫
f(x)de−iαxdx = iα

∫
f(x)e−iαxdx = iαFf(α).

Îòñþäà ñëåäóåò:
Ff(α) =

1

iα
F(f ′)(α).
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Èíäóêöèåé ïî m ïîëó÷àåì:

Ff(α) =
1

(iα)mF(f (m))(α).

Íî ôóíêöèÿ F(f (m)) îãðàíè÷åíà, ïîñêîëüêó f (m) íåïðåðûâíà è ôèíèòíà. ¤

Ñëåäñòâèå 1 Åñëè f ∈ C2,0, òî ñóùåñòâóåò C:

(4) |f̃(α)| < C

1 + α2
.

3 Ðÿäû Ôóðüå íà �äëèííîé� îêðóæíîñòè.
Îêðóæíîñòü èçîáðàæàåòñÿ îòðåçêîì ñ îòîæäåñòâëåííûìè êîíöàìè. Äðóãîå ïðåäñòàâëå-
íèå: ôóíêöèè íà îêðóæíîñòè �äëèíû T � èçîáðàæàþòñÿ T -ïåðèîäè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè íà
ïðÿìîé. Ýòèì ïðåäñòàâëåíèåì ìû è âîñïîëüçóåìñÿ.

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ f : R → R ñ ïåðèîäîì 2πl, è íàéäåì åå ðàçëîæåíèå â ðÿä Ôó-
ðüå ïî áàçèñó, êîòîðûé áóäåò ñåé÷àñ ïîñòðîåí. Ôóíêöèÿ g(x) = f(xl) èìååò ïåðèîä 2π è
ðàçëàãàåòñÿ â êëàññè÷åñêèé ðÿä Ôóðüå

(5) g(x) =
∑

k∈Z
gke

ikx.

Ìíîæèòåëè ïåðåä ix â ïîêàçàòåëå ýêñïîíåíòû íàçûâàþòñÿ âîëíîâûìè ÷èñëàìè. Â îáû÷íîì
ðÿäå Ôóðüå ìíîæåñòâî âîëíîâûõ ÷èñåë ñîâïàäàåò ñ Z.

Ïî îïðåäåëåíèþ ôóíêöèè g,

(6) f(x) = g
(x

l

)
=

∑

k

gke
ik x

l =
∑

α∈Z
l

cae
iαx

Âîëíîâûå ÷èñëà â ïîñëåäíåì ðÿäå ïðîáåãàþò ìíîæåñòâî Z
l
. Ïðè áîëüøîì l ýòî ìíîæå-

ñòâî ãîðàçäî ãóùå, ÷åì Z. Äîïóñêàÿ âîëüíîñòü ðå÷è, ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ïðè l → ∞ îíî
ñòðåìèòñÿ ê R.

Ôîðìóëà (6) ïîêàçûâàåò, ÷òî âåêòîðû eiαx, a ∈ Z
l
îáðàçóþò áàçèñ â L2([−πl, πl]). Èõ

íîðìû ðàâíû
√

2πl. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè α ∈ Z
l
,

cα =
1

2πl

∫ πl

−πl

f(x)e−iαxdx

Îòìåòèì, ÷òî ïðè α ∈ Z
l
,

(7) cα =
1

2πl
f̃(α)

Ðàâåíñòâî Ïëàíøåðåëÿ äëÿ f èìååò âèä

(8) ||f ||2 = 2πl
∑

α∈Z
l

|cα|2.

Ðàçëîæåíèå f â ðÿä Ôóðüå äàåòñÿ ôîðìóëàìè (6), (7).
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4 Ïðåäåëüíûé ïåðåõîä: ýâðèñòè÷åñêîå äîêàçàòåëüñòâî ðàâåíñòâà
Ïëàíøåðåëÿ è ôîðìóëû îáðàùåíèÿ.

Ôèêñèðóåì ôèíèòíóþ ôóíêöèþ f ∈ C2,0 ñ íîñèòåëåì supp f ⊂ [−πl0, πl0], è äëÿ êàæ-
äîãî l > l0 ðàññìîòðèì îãðàíè÷åíèå ôóíêöèè f íà îòðåçîê [−πl, πl]. Ýòè îãðàíè÷åíèÿ
ôîðìàëüíî � ðàçíûå ôóíêöèè, íî ìû áóäåì âñå èõ îáîçíà÷èòü ÷åðåç f .

Äîêàæåì ðàâåíñòâî Ïëàíøåðåëÿ:

||f || = ||f̂ ||.

Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü:

(9) ||f ||2 =
1

2π
||f̃ ||2

Â ñèëó (8) è (7),

(10) ||f ||2 =
1

2πl

∑

α∈Z
l

|f̃(α)|2 := Σl.

Âûðàæåíèå Σl � ýòî èíòåãðàëüíàÿ ñóììà äëÿ èíòåãðàëà

1

2π
||f̃ ||2 =

1

2π

∫
|f̃(α)|2dα := I

Ñóììà ñîîòâåòñòâóåò ðàçáèåíèþ ïðÿìîé íà îòðåçêè äëèíû 1
l
ñ âåðøèíàìè â òî÷êàõ ìíî-

æåñòâà Z
l
. Ñ îäíîé ñòîðîíû, ýòà ñóììà ñòðåìèòñÿ ê èíòåãðàëó (ýòî åùå íàäî äîêàçàòü!), ñ

äðóãîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Σl ñòàöèîíàðíà (íå çàâèñèò îò l). Ýòî �äîêàçûâàåò� (9).
Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ ôîðìóëà îáðàùåíèÿ. Â ñèëó (6), ïðè |x| < l,

f(x) =
1

2πl

∑

α∈Z
l

f̃(α)eiαx := Sl.

Âûðàæåíèå Sl � èíòåãðàëüíàÿ ñóììà äëÿ èíòåãðàëà

I(x) =
1

2π

∫
f̃(α)eiαxdα.

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó, êàê è âûøå (ýòîò ïåðåõîä òîæå íóæíî îáîñíîâàòü), ïîëó÷àåì ôîðìóëó
îáðàùåíèÿ

(11) f(x) =
1

2π

∫

R
f̃(α)eiαxdα

5 Ôîðìàëüíîå äîêàçàòåëüñòâî.

Ëåììà 1 Sl −−−→
l→∞

∫
R |f̃(α)|2dα ïðè óñëîâèè: f ∈ C2,0.

Ëåììà 2 Åñëè C2,0, òî Σl(x) → I(x) ïðè l →∞.
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Èç ïðåäûäóùèõ ðàññóæäåíèé è ëåììû 1 ñëåäóåò òåîðåìà Ïëàíøåðåëÿ, à èç ëåììû 2
� ôîðìóëà îáðàùåíèÿ.
Äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 1. Åñëè áû èíòåãðàë I áûë ñîáñòâåííûì, ñòðåìëåíèå èíòåãðàëü-
íîé ñóììû ê èíòåãðàëó áûëî áû ñëåäñòâèåì òåîðèè èíòåãðàëà Ðèìàíà. Íàì íóæíî �ñïðà-
âèòüñÿ� ñ íåñîáñòâåííûì èíòåãðàëîì. Ýòî äåëàåòñÿ ñ ïîìîùüþ îöåíîê.

Â ñèëó ñëåäñòâèÿ 1, ñóùåñòâóåò C > 0 : |f̃(α)| < C(1 + α2)
−1. Âîçüìåì ε > 0 è òàêîå N ,

÷òî
1

l

∑

α∈Z
l
\[−N,N ]

|f̃(α)|2 <
1

l

∑

α∈Z
l
\[−N,N ]

C

(1 + α2)2 < C

∫

|α|>N− 1
l

dα

(1 + α2)2 6 ε

3
.

Òîãäà ∫

|α|>N

|f(α)|2dα <
ε

3
.

Âîçüìåì l ñòîëü áîëüøîå, ÷òî
∣∣∣∣∣∣
1

l

∑

α∈Z
l
|, α|6N

|f̃(α)|2 −
∫

|α|6N

|f̃(a)|2dx

∣∣∣∣∣∣
<

ε

3
.

Òîãäà
∣∣∣Sl − ||f̃ ||2

∣∣∣ < ε. ¤

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñìÿ ëåììà 2.
Âûâîä. Äîêàçàíû òåîðåìû 1 è 2: ðàâåíñòâî Ïëàíøåðåëÿ è ôîðìóëà îáðàùåíèÿ äëÿ

ôèíèòíûõ ãëàäêèõ ôóíêöèé f .
Öåëü: äîêàçàòü òî æå äëÿ âñåõ f ∈ L2.

6 Îïåðàòîðû è èõ ïðîäîëæåíèå.
Îïðåäåëåíèå 1 A : H → H � ëèíåéíûé îïåðàòîð, åñëè A(αξ + βη) = αA(ξ) + βA(η).

Îïðåäåëåíèå 2 A � èçîìåòðèÿ, åñëè ||Aξ|| = ||ξ|| ∀ξ ∈ H A � ëèíåéíûé ïî óìîë÷àíèþ.

Òåîðåìà 4 Ïóñòü E � ïëîòíîå ìíîæåñòâî â H, A : E → E ′ ⊂ H � èçîìåòðèÿ. Òîãäà
A ïðîäîëæàåòñÿ íà H äî èçîìåòðèè A : H → H.

Äîêàçàòåëüñòâî Ïóñòü x ∈ H, (xr) ⊂ E, xn → x ïðè n → ∞. Ïóñòü yn = Axn. Òîãäà
(xn) � ôóíäàìåíòàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ⇒ (yn) � òîæå ôóíäàìåíòàëüíàÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü. Ïóñòü y = lim

n→∞
yn. Ïîëîæèì A(x) = y.

Óïðàæíåíèå 1 A êîððåêòíî îïðåäåëåíî: y çàâèñèò òîëüêî îò x, à íå îò xn → x.

A � èçîìåòðèÿ, ïîñêîëüêó ||yn|| = ||xn|| ⇒ ||y|| = ||x||. ¤
Òåì ñàìûì, ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïðîäîëæàåòñÿ íà âñå ïðîñòðàíñòâî L2(R) êàê èçî-

ìåòðèÿ, òî åñòü íà âñåì ýòîì ïðîñòðàíñòâå ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà Ïëàíøåðåëÿ.
Ôîðìóëà îáðàùåíèÿ ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà âñå ïðîñòðàíñòâî L2(R) àíàëîãè÷íî. À èìåí-

íî, ïóñòü S : f(x) 7→ f(−x) -îïåðàòîð îáðàùåíèÿ àðãóìåíòà. Ôîðìóëà îáðàùåíèÿ ýêâèâà-
ëåíòíà ñëåäóþùåé:

F2 = 2πS.

Îïåðàòîðû â ïðàâîé è ëåâîé ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà - èçîìåòðèè. Èõ ñîâïàäåíèå íà ïëîòíîì
ìíîæåñòâå C2,0 âëå÷åò èõ ñîâïàäåíèå íà âñåì ïðîñòðàíñòâå L2(R).


