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Äî êàêèõ ïîð ìîæíî îáîáùàòü òåîðåìó Ïèôàãîðà?

1 Îò Ïèôàãîðà äî Ïëàíøåðåëÿ
Ðàçëè÷íûå ôîðìóëèðîâêè òåîðåìû Ïèôàãîðà:

a) íà ïëîñêîñòè: a2 + b2 = c2;
b) â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå: |ξ|2 = a2

1 + · · ·+ a2
n

c) äëÿ ðÿäîâ Ôóðüå: f ∈ C[−π, π] èëè (L2[−π, π]) ck = 1
2π

∫ π

−π
f(x)e−inxdx

(1)
∫ π

−π

|f |2dx = 2π
∑

k

|ck|2;

d) äëÿ ïðåîáðàçîâàíèé Ôóðüå: f ∈ L2(R), f̂ = 1√
2π

∫
R f(x)e−αxdx

(2) ||f̂ || = ||f ||
Ôîðìóëû (1) è (2) íàçûâàþòñÿ ðàâåíñòâàìè Ïëàíøåðåëÿ.

2 Òåîðåìà Ðèññà â âåùåñòâåííîì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàí-
ñòâå.

Îïðåäåëåíèå 1 Ñèñòåìà (en) ïîëíà â H, åñëè åå ëèíåéíûå êîìáèíàöèè ïëîòíû â H.
Òåîðåìà 1 Ïóñòü H � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, e1, . . . , en, . . . � îðòîíîðìèðîâàííûé
áàçèñ â H; ñèñòåìà (en) ïîëíà. Òîãäà ëþáîé ýëåìåíò x ∈ H ðàçëàãàåòñÿ â ðÿä x =

∑
ckek,

ãäå ck = (x, ek).

Äîêàçàòåëüñòâî Äëÿ ëþáîãî n ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå: rn = x−
n∑

k=1

ckek ⊥ ek ïðè k =

1, . . . , n. Îòñþäà ñëåäóåò: ||x||2 = ||rn||2 +
∑

c2
k ⇒

∑
k c2

k 6 ||x||2 � íåðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ.
Ïðîñòðàíñòâî H ïîëíî. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

xn =
n∑

k=1

ckek

ôóíäàìåíòàëüíà. Ñëåäîâàòåëüíî, îíà ñõîäèòñÿ. Ïóñòü y = lim xn.
Óòâåðæäåíèå 1 y = x.
Ïóñòü íåò. Òîãäà z = x− y 6= 0, z ⊥ ek äëÿ âñåõ k. Íî ëèíåéíûå êîìáèíàöèè ek ïëîòíû â
H. Ïðèáëèçèì z ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ òàêèõ êîìáèíàöèé:

wn =
n∑

k=1

ak,nek → z.

Òîãäà
0 = (z,

∑

k

ak,nek) = (z, wn) → (z, z).

Ñëåäîâàòåëüíî, z = 0. Èòàê,
x = y =

∑

k

ckek.

¤

Ñëåäñòâèå 1 ||x||2 =
∑

c2
k � ôîðìóëà Ïëàíøðåëÿ
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3 Ñàìûé çíàìåíèòûé îðòîãîíàëüíûé áàçèñ íà [−π, π]

Òàêîâûì ìû íàçûâàåì áàçèñ (SC), ñîñòàâëåííûé cos nx, n > 0 è sin nx, n > 0.
Ïîïàðíàÿ îðòîãîíàëüíîñòü: áóäåò ïðîâåðåíà ïîòîì. Ïîëíîòà ñëåäóåò èç òåîðåìû Âåé-

åðøòðàññà:

Òåîðåìà 2 Ëþáàÿ íåïðåðûâíàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ íà [−π, π] ìîæåò áûòü (ðàâíî-
ìåðíî) ïðèáëèæåíà òðèãîíîìåòðè÷åñêèìè ìíîãî÷ëåíàìè.

Íåïðåðûâíûå ïåðèîäè÷åñêèå ôóíêöèè ïëîòíû â L2. Ñëåäîâàòåëüíî, ñèñòåìà (SC) ïîë-
íà â L2.

4 Ðàçëîæåíèå ïî îðòîãîíàëüíîé íåíîðìèðîâàííîé ñè-
ñòåìå

Ðàçáåð¼ì ñëó÷àé, êîãäà (ek) ïîïàðíî îðòîãîíàëüíû, íî (ek, ek) 6= 1.

f =
∑

k

ckek, (x, ek) = ck(ek, ek) ⇒ ck =
1

(ek, ek)
(x, ek).

Ïðèëîæåíèå ê ðàçëîæåíèþ ïî ñèñòåìå (SÑ):
∫ π

−π

cos2 xdx =

∫ π

−π

sin2 xdx =
1

2

∫ π

−π

dx = π,

ïîñêîëüêó sin2 x + cos2 x = 1. Ñëåäîâàòåëüíî,

f(x) = a0 +
∑

k

bk sin kx + ak cos kx

ãäå
a0 =

1

2π

∫ π

−π

f(x)dx, ak =
1

π

∫
f(x) cos kxdx, bk =

1

π

∫
f(x) sin kxdx.

5 Åùå áîëåå çíàìåíèòûé áàçèñ â L2([π, π],C).
Ïîëîæèì äëÿ êðàòêîñòè: [π, π] = σ è ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî L2(σ,C), êîòîðîå ÿâëÿ-
åòñÿ ïîïîëíåíèåì ïðîñòðàíñòâà íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé f : σ → C ïî íîðìå, çàäàííîé
ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì

(3) < f, g >=

∫ π

−π

f(x)ḡ(x)dx.

Âîçüì¼ì áàçèñ (E), ñîñòàâëåííûé eikx, k ∈ Z.
Îðòîãîíàëüíîñòü:

I =
〈
einx, eimx

〉
=

∫ π

−π

ei(n−m)xdx =

{
2π, n = m

0, n 6= m

Ïðîâåðêà:
n 6= m : I =

1

i(n−m)
ei(n−m)x|π−π = 0
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Ñëåäîâàòåëüíî,

(4) f(x) = cke
ikx, ck =

1

2π

∫ π

−π

f(x)e−ikxdx

Îðòîãîíàëüíîñòü áàçèñà (SC) ñëåäóåò èç îðòîãîíàëüíîñòè áàçèñà (E) è ôîðìóëû Ýé-
ëåðà:

eix = cos x = i sin x

Ñëåäîâàòåëüíî,
eikx = cos kx + i sin kx

Ïîëíîòà ñèñòåìû (E) ñëåäóåò èç ïîëíîòû ñèñòåìû (SC) è ôîðìóëû Ýéëåðà.

6 Ýðìèòîâû ïðîñòðàíñòâà.
Îïðåäåëåíèå 2 Ýðìèòîâî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â Cn:

a) Cn × Cn → C, (ξ, η) 7→ 〈ξ, η〉,
C � ëèíåéíî ïî ξ, àíòèëèíåéíî ïî η:

〈λξ, η〉 = λ 〈xi, η〉 = 〈ξ, η̄〉 .
b) Àíòèñèììåòðèÿ

〈ξ, η〉 = 〈η, ξ〉
c) Ïîëîæèòåëüíîñòü: 〈ξ, ξ〉 > 0 (= 0 ⇔ ξ = 0)

Îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ: e1, . . . , en, 〈ei, ei〉 = δij. Ïóñòü ξ =
∑

zkek, η =
∑

wk, ek.
Òîãäà 〈ξ, η〉 =

∑
zkw̄k

Ñëåäóåò èç àêñèîì è âëå÷åò àêñèîìû.
Óïðàæíåíèå. Ôîðìóëà (3) çàäàåò ýðìèòîâî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå.

7 Îáùèé âèä ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà l â Cn

. Ðàññìîòðèì ãèïåðïëîñêîñòü L = (l = 0). Âîçüìåì n ⊥ L, 〈n, n〉 = 1; η = l(n) · n.
Ïðîèçâîëüíûé âåêòîð x ðàçëàãàåòñÿ â ñóììó ξ + αn, ξ ∈ L. Òîãäà l(ξ + αn) = αl(n). Íî
< x, η >=

〈
ξ + αn, l(n)n

〉
= αl(n). Ñëåäîâàòåëüíî, l(x) =< x, η >.

8 Ãëàäêîñòü ôóíêöèé è óáûâàíèå êîýôôèöèåíòîâ Ôó-
ðüå.

Òåîðåìà 3 Ïóñòü ôóíêöèÿ f ∈ Cm(S1), ck � åå êîýôôèöèåíòû Ôóðüå. Òîãäà |ck| < C|k|−m.
Äîêàçàòåëüñòâî Ïóñòü dk � êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ôóíêöèè f ′. Òîãäà, â ñèëó (4),

2πdk =

∫

S1

f ′(x)e−ikxdx =

∫

S1

e−ikxdf(x) = −ik

∫

S1

f(x)e−ikxdx = −ik · 2πck

Èç ðàâåíñòâà Ïëàíøåðåëÿ ñëåäóåò: ñóùåñòâóåò òàêîå C > 0, ÷òî |dk| < C (è äàæå
dk → 0). Ñëåäîâàòåëüíî, |ck| < C

|k| .
Äàëüøå � èíäóêöèÿ ïî m ¤

Ñëåäñòâèå 2 Ðÿä Ôóðüå äâàæäû ãëàäêîé ôóíêöèè ñõîäèòñÿ ê íåé ðàâíîìåðíîþ
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9 Àíàëèòè÷íîñòü (áóäåò ðàññêàçàíà â ëåêöèè 6)
Òåîðåìà 4 f ∈ Cω(S1) ⇒ |ck| < Ce−δ|k|.

Äîêàçàòåëüñòâî f ãîëîìîðôíà â ïîëîñå |Im| 6 δ è â íåé |f | < M . Èìååì:

2πck =

∫ π

−π

f(z)eikzdz =

∫ k<0

σ+iδ

f(x + iδ)e−ikx · e−kδdx 6 2πMe−kδ.

¤


