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Óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà è âîëíîâîå óðàâíåíèå.

1 Çàäà÷à Êîøè äëÿ óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà.

Â ýòîé ëåêöèè óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà ðàññìàòðèâàþòñÿ â îáëàñòè, ñâîáîäíîé îò òîêîâ è
çàðÿäîâ. Â ýòîé îáëàñòè îíè èìåþò âèä:

(1) div E = 0; rot E = −∂B
∂t
,

(2) div B = 0; c2rot B =
∂E

∂t
,

Ýëåêòðîìàãíèòíûå âîëíû ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ â ïðîñòðàíñòâå R3. Çíàÿ íà÷àëüíîå ñîñòî-
ÿíèå: çíà÷åíèÿ E0 è B0 ïîëåé E è B ïðè t = 0 (ýòî äâà âåêòîðíûõ ïîëÿ â R3), ìû õîòèì
íàéòè E è B ïðè âñåõ t > 0 (à ìîæíî è ïðè t 6 0). Äëÿ ýòîãî ê óðàâíåíèÿì (1) è (2)
íóæíî äîáàâèòü íà÷àëüíûå óñëîâèÿ:

(3) E|t=0 = E0, B|t=0 = B0.

Âñþäó íèæå ñ÷èòàåì äëÿ ïðîñòîòû ÷òî ýòè íà÷àëüíûå óñëîâèÿ ôèíèòíû.

2 Çàäà÷à Êîøè äëÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ.

Êàê ñêàçàíî â ïðåäûäóùåé ëåêöèè, óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà âëåêóò âîëíîâîå óðàâíåíèå íà
E è B. Íàïèøåì ïåðâîå èç íèõ:

(4)
∂2E

∂t2
= C2∆E

Â ñèëó (3), íàì èçâåñòíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ïðè t = 0:

(5) E|t=0 = E0

(6)
∂E

∂t
|t=0 = c2rot B0.

Òåîðåìà 1 Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (4) ñ C2-ãëàäêèìè ôèíèòíûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (5),
(6) ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî.

Ýòà òåîðåìà äîêàçàíà íèæå.
Èòàê, äâà èç ÷åòûðåõ óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà óæå îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþò ïîëÿ E è

B ïî çàäàííûì íà÷àëüíûì óñëîâèÿì. Ïî÷åìó æå âûïîëíÿþòñÿ äðóãèå äâà � óðàâíåíèÿ
áåçäèâåðãåíòíîñòè?
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3 Ñîâìåñòèìîñòü óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà.

Òåîðåìà 2 Ñèñòåìà óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà (1), (2) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (3) ñîâìåñò-
íà.

Äîêàçàòåëüñòâî Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ div E. Îíà óäîâëåòâîðÿåò âîëíîâîìó óðàâíåíèþ.
×òîáû â ýòîì óáåäèòüñÿ, äîñòàòî÷íî âçÿòü äèâåðãåíöèþ îò îáåèõ ÷àñòåé óðàâíåíèÿ (4) è
âîñïîëüçîâàòüñÿ òåì, ÷òî äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè

êîììóòèðóþò. Ýòî âàæíîå óòâåðæäåíèå � äàëåêî èäóùåå îáîáùåíèå òåîðåìû î ðàâåíñòâå
ñìåøàííûõ ïðîèçâîäíûõ.

Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ íà div E � íóëåâûå. Äåéñòâèòåëüíî,

div E|t=0 = div E0 = 0,

ïîñêîëüêó E áåçäèâðãåíòíî. Äàëåå,

div
∂E

∂t t=0
= div rot B0 = 0

â ñèëó èçâåñòíîãî òîæäåñòâà âåêòîðíîãî àíàëèçà. Òåì ñàìûì, div E óäîâëåòâîðÿåò âîëíî-
âîìó óðàâíåíèþ ñ íóëåâûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè. Ïî òåîðåìå åäèíñòâåííîñòè, div E ≡
0.

Ìû äîêàçàëè, ÷òî ðåøåíèå âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ ñ áåçäèâåðãåíòíûìè íà÷àëüíûìè óñëî-
âèÿìè ñàìî áåçäèâåðãåíòíî.

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ áåçäèâðãåíòíîñòü ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

∂2B

∂t2
= c2∆B

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè
B|t=0 = B0, div B0 = 0

Bt|t=0 = −rot E0.

Ýòî äîêàçûâàåò ñîâìåñòèìîñòü óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà. �

4 Òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè äëÿ âîëíîâîãî óðàâ-

íåíèÿ.

Òåîðåìà 1 äîêàçûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå. Îíî ñâîäèò âîëíîâîå óðàâ-
íåíèå ê îáûêíîâåííîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ,äëÿ êîòîðîãî ñóùåñòâîâàíèå è
åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèé äîêàçàíà â îáùåì âèäå.
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1 Îòìåòèì, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ôóíêöèé îò ìíîãèõ
ïåðåìåííûõ îñóùåñòâëÿåòñÿ òàê æå, êàê äëÿ ôóíêöèé îäíîé ïåðåìåííîé. Â ìóëüòèèí-
äåêñíûõ îáîçíà÷åíèÿõ, äëÿ f ∈ C0(Rn), ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

f̃(α) =

∫
Rn

f(x)e−iαxdx.

Ôîðìóëà Ïëàíøåðåëÿ:

||f̃ ||2 = (2π)n||f ||2

Ôîðìóëà îáðàùåíèÿ:

f(x) =
1

(2π)n

∫
Rn

f̃(α)eiαxdα
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Âçÿòèå ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé ïåðåõîäèò ïðè ïðåîáðàçîâàíèè Ôóðüå â óìíîæåíèå íà
ñîîòâåòñòâóþùóþ ïåðåìåííóþ ñ êîýôôèöèåíòîì −i:

F(Djf) = −iαj f̃ .

Îòñþäà ñëåäóåò:
F(∆f) = −α2f̃ .

Ïîëîæèì: ṽ(α, t) = Fxu(x, t). Âîëíîâîå óðàâíåíèå òåïåðü ïðèíèìàåò âèä:

(7)
∂ṽ

∂t2
= −a2α2ṽ.

Ýòî � çàâèñÿùåå îò ïàðàìåòðà α îáûêíîâåííîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå íà ṽ êàê
ôóíêöèþ îò t.

Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ:

(8) ṽ|t=0 = F(u|t=0) = ϕ̃, Dtṽ|t=0 = F(Dtu|t=0) = ψ̃.

Ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è ñåé÷àñ áóäåò âûïèñàíî ÿâíî. Íî åùå äî ýòîãî î÷åâèäíà åäèíñòâåí-
íîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ â êëàññå ôóíêöèé, ôèíèòíûõ ïî x.
Îíà ñëåäóåò èç åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè (7), (8).

ßâíîå ðåøåíèå. Çàäà÷à Êîøè äëÿ ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ v̈ = ω2v ðåøàåòñÿ òàê:

(9) v(t) = v(0) cosωt+
1

ω
v′(0) sinωt.

Îòñþäà:

(10) v(α, t) = ϕ(α) cos |aα|t+ 1

|aα|
ψ(α) sin |aα|t.

Ðåøåíèå èñõîäíîé çàäà÷è Êîøè ïîëó÷àåòñÿ îòñþäà ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû îáðàùåíèÿ:

(11) u(x, t) =
1

(2π)n

∫
Rn

v(α, t)eiαxdα,

ãäå v äàåòñÿ ôîðìóëîé (10).
Ýòî äîêàçûâàåò òåîðåìó 1. �
Â òåîðèè óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè îòñþäà âûâîäèòñÿ ôîðìóëà äëÿ ðåøå-

íèÿ çàäà÷è Êîøè â âèäå ñâåðòêè íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ � íî íå ñ îáû÷íûìè, à ñ îáîáùåí-
íûìè ôóíêöèÿìè. Ýòî � ôîðìóëà Ïóàññîíà ïðè n = 2, Êèðõãîôà ïðè n = 3 è Ãåðãëîòöà-
Ïåòðîâñêîãî ïðè n > 4. Ñàìûé ýëåìåíòàðíûé âèä ýòà ôîðìóëà èìååò ïðè n = 1. Îíà
íàçûâàåòñÿ â ýòîì ñëó÷àå ôîðìóëîé Äàëàìáåðà è âûâåäåíà â ñëåäóþùåì ðàçäåëå.

5 Ôîðìóëà Äàëàìáåðà.

Âîëíîâîå óðàâíåíèå â îäíîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå îïèñûâàåò êîëåáàíèÿ ñòðóíû è íàçûâà-
åòñÿ óðàâíåíèåì ñòðóíû.

Çàäà÷à Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ ñòðóíû èìååò âèä:

ut2 = a2Ux2 , u|t=0 = ϕ, ut|t=0 = ψ.
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèè ϕ è ψ ôèíèòíû. Ïî ôîðìóëàì ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà,

u(x, t) =
1

2π

∫
R1

v(α, t)eiαxdα,

ãäå

(12) v(α, t) = ϕ̃(α) cos aαt+
1

aα
ψ̃(α) sin aαt;

ìû ñíÿëè ìîäóëü ñ α, ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ sinαT
α

� ÷åòíàÿ.
Íàéäåì îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå îò êàæäîãî èç ñëàãàåìûõ. Ôóíêöèÿ cos aαt

ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì t íå ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó L2(R1). Ïîýòîìó ïðèíöèï:
óìíîæåíèå ïðè ïðåîáðàçîâàíèè Ôóðüå ïåðåõîäèò â ñâåðòêó � äëÿ ïåðâîãî ñëàãåìîãî íå
äåéñòâóåò.

Îäíàêî äåéñòâóåò ôîðìóëà ñäâèãà:

cos aαt =
1

2
(eiaαt + e−iaαt).

Ïîýòîìó:∫
R1

ϕ̃(α) cos aαteiαxdα =
1

2

∫
R1

ϕ̃(α)eiα(+αt)dα+
1

2

∫
R1

ϕ̃(α)eiα(x−αt)dα =
1

2
(ϕ(x+αt)+ϕ(x−αt)).

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ñëåäóåò èç ôîðìóëû îáðàùåíèÿ.
Íàïðîòèâ, äëÿ âòîðîãî ñëàãàåìîãî ñâÿçü óìíîæåíèÿ è ñâåðòêè ïðèìåíèìà. Äåéñòâè-

òåëüíî, ôóíêöèÿ 1
a|α| sin aαt ïðèíàäëåæèò L2(R1) è äàæå ÿâëÿåòñÿ �òàáëè÷íûì ïðåîáðàçî-

âàíèåì Ôóðüå�.

F(χ[−T,T ]) = 2
sinαT

α
.

Ïîýòîìó
sin aαt

aα
=

1

2a
F(χ[−at,at]).

Ñëåäîâàòåëüíî,

ψ̃(α)
sin aαt

aα
=

1

2a
F(χ[−at,at] ∗ ψ) = F

(
1

2a

∫ x+at

x−at

ψ(τ)dτ

)
.

Áåðÿ îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå îò âòîðîãî ñëàãàåìîãî â ôîðìóëå (12), ïîëó÷àåì:

u(x, t) =
1

2
(ϕ(x+ at) + ϕ(x− at)) +

1

2a

∫ x+at

x−at

ψ(τ)dτ.

Ýòî è åñòü ôîðìóëà Äàëàìáåðà.
Óðàâíåíèå ñòðóíû ÿâëÿåòñÿ ìîäåëüþ äëÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ â âûñøèõ ðàçìåðíî-

ñòÿõ. Ýòî ïîñëåäíåå óðàâíåíèå ñîñòàâëÿåò âàæíóþ ãëàâó â òåîðèè óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè
ïðîèçâîäíûìè è â ýëåêòðîäèíàìèêå.


