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Âåêòîðíûé àíàëèç è óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà. 1

Â èñòîðèè ÷åëîâå÷åñòâà (åñëè ïîñìîòðåòü íà
íåå, ñêàæåì, ÷åðåç äåñÿòü òûñÿ÷ ëåò) ñàìûì
çíà÷èòåëüíûì ñîáûòèåì XIX ñòîëåòèÿ,
íåñîìíåííî áóäåò îòêðûòèå Ìàêñâåëëîì
çàêîíîâ ýëåêòðîäèíàìèêè. Íà ôîíå ýòîãî
âàæíîãî íàó÷íîãî îòêðûòèÿ ãðàæäàíñêàÿ
âîéíà â Àìåðèêå áóäåò âûãëÿäåòü ìåëêèì
ïðîâèíöèàëüíûì ïðîèñøåñòâèåì.

P.Ôåéíìàí, 5 ñ.27.

1 Óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà.

Â 1860-å ãîäû Ìàêñâåëë íàøåë óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùèå äèíàìèêó ýëåêòðîìàãíèòíîãî
ïîëÿ. Ôåéíìàí íàçâàë ýòî îòêðûòèå âåëè÷àéøèì èñòîðè÷åñêèì ñîáûòèåì XIX ñòîëåòèÿ.

Óðàâíåíèÿ îïèñûâàþò äèíàìèêó äâóõ âåêòîðíûõ ïîëåé â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå:
ïîëÿ ýëåêòðè÷åñêîé íàïðÿæåííîñòè E è ìàãíèòíîé B. Óðàâíåíèÿ íàïèñàíû â ëîêàëüíûõ
òåðìèíàõ êàê ñîîòíîøåíèÿ íà ïðîèçâîäíûå, íî âûðàæàþò ãëîáàëüíûå ôèçè÷åñêèå çàêîíû.
Â âàêóóìå, â îáëàñòè ñâîáîäíîé îò çàðÿäîâ è òîêîâ, îíè èìåþò âèä:

Ëîêàëüíûå ôîðìóëèðîâêè Ãëîáàëüíûå ôîðìóëèðîâêè

I. divE = 0 Ïîòîê E ÷åðåç çàìêíóòóþ ïîâåðõíîñòü ðàâåí
çàðÿäó âíóòðè íåå, óìíîæåííîìó íà êîíñòàíòó.

II. rot E = ∂B
∂t

Èíòåãðàë îò E ïî çàìêíóòîìó êîíòóðó
ïðîòèâîïîëîæåí ñêîðîñòè èçìåíåíèÿ ïîòîêà
ìàãíèòíîãî ïîëÿ ÷åðåç ýòîò êîíòóð.

III. div B = 0 Ïîòîê B ÷åðåç çàìêíóòóþ ïîâåðõíîñòü ðàâåí
íóëþ.

IV. c2 rot B = ∂E
∂t

Èíòåãðàë îò B ïî çàìêíóòîìó êîíòóðó,
óìíîæåííûé íà c2, ðàâåí ñêîðîñòè èçìåíåíèÿ
ïîòîêà ïîëÿ E ÷åðåç êîíòóð â îáëàñòè, ñâîáîäíîé
îò òîêîâ (äâèæóùèõñÿ çàðÿäîâ).

Ýòè óðàâíåíèÿ çàïèñàíû ÿçûêîì âåêòîðíîãî àíàëèçà. Îíè æå ñïîñîáñòâîâàëè ñîçäàíèþ
ýòîãî ÿçûêà.

Íàøà öåëü � íàó÷èòüñÿ îòâå÷àòü íà âîïðîñû:

• êàê èç ïåðå÷èñëåííûõ ãëîáàëüíûõ ôèçè÷åñêèõ çàêîíîìåðíîñòåé ñëåäóþò ëîêàëüíûå?

• ÷òî òàêîå �ïîòîê âåêòîðíîãî ïîëÿ ÷åðåç êîíòóð�?

• êàê ðåøàþòñÿ óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà?

1Ýòà ëåêöèÿ áûëà íàïèñàíà çàäîëãî äî ïðåäûäóùåé, è âñÿ åå öåíòðàëüíàÿ ÷àñòü óæå ðàññêàçàíà íà

ïðåäûäóùåé ëåêöèè. Îäíàêî òåêñò ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé åäèíîå öåëîå, è ÿ íå ñòàë åãî ìåíÿòü. Íîâûìè â

ýòîé ëåêöèè ÿâëÿþòñÿ òîëüêî ðàçäåëû, êàñàþùèåñÿ óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà
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2 Ðàáîòà è ðîòîð, ïîòîê è äèâåðãåíöèÿ.

Åñëè â îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà Rn, â êîòîðîé ÍÅ âûáðàíû êîîðäèíàòû, çàäàíà k-ôîðìà è
îðèåíòèðîâàííàÿ êîìïàêòíàÿ k-ìåðíàÿ ãëàäêàÿ ïîâåðõíîñòü � ñðàçó âîçíèêàåò èíòåãðàë
îò ýòîé ôîðìû ïî ýòîé ïîâåðõíîñòè.

Çàäàíèå âåêòîðíîãî ïîëÿ òîæå íå òðåáóåò êîîðäèíàò. Åñëè çàäàíû âåêòîðíîå ïîëå è
îðèåíòèðîâàííàÿ çàìêíóòàÿ êðèâàÿ, âîçíèêàþò ëè ñëåäóþùèå âåëè÷èíû:

• ðàáîòà ïîëÿ ïî çàäàííîé êðèâîé?

• ïîòîê ïîëÿ ÷åðåç ýòó êðèâóþ?

Ýòèìè âîïðîñàìè ìû ñåé÷àñ è çàéìåìñÿ.
Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî Rn ñ çàäàííîé â íåì åâêëèäîâîé ñòðóêòóðîé.

Îïðåäåëåíèå 1 Ðàáîòà âåêòîðíîãî ïîëÿ v ïî ïàðàìåòðèçîâàííîé êðèâîé γ : [0, 1] → Rn

âûðàæàåòñÿ èíòåãðàëîì

w(v, γ) =

∫ 1

0

(v(γ(t)), γ̇(t))dt,

ãäå (ξ, η) � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ ξ è η.

Îïðåäåëåíèå 2 Ïîòîêîì âåêòîðíîãî ïîëÿ v â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå Rn ÷åðåç ãè-
ïåðïîâåðõíîñòü S (ñ êðàåì èëè áåç) íàçûâàåòñÿ èíòåãðàë ïî ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè îò
ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ íà åäèíè÷íóþ íîðìàëü ê ïîâåðõíîñòè S:

F (v, S) =

∫
S

(v, n)(x)dsx,

ãäå dsx � ýëåìåíò ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè.

Ñëåäóþùèå îïðåäåëåíèÿ äàþòñÿ â êîîðäèíàòàõ, êàê ýòî áûëî ïðèíÿòî â êëàññè÷åñêîì
àíàëèçå.

Îïðåäåëåíèå 3 Ïóñòü ïîëå v èìååò êîìïîíåíòû X,Y, Z. Òîãäà

div v =
∂X

∂x
+

∂Y

∂y
+

∂Z

∂z
.

Ïîëå, äèâåðãåíöèÿ êîòîðîãî òîæäåñòâåííî ðàâíà íóëþ, íàçûâàåòñÿ áåçäèâåðãåíòíûì.

Îïðåäåëåíèå 4 Ïóñòü ïîïðåæíåìó ïîëå v èìååò êîìïîíåíòû X,Y, Z. Òîãäà

rot v = (Zy − YZ , Xz − Zx, Yx −Xy).

Äëÿ çàïîìèíàíèÿ ÷àñòî èñïîëüçóþò ôîðìóëó

rot v = det

 e1 e2 e3
D1 D2 D3

X Y Z

 .

Çäåñü Dj � îïåðàòîð äèôôåðåíöèðîâàíèÿ âäîëü âåêòîðíîãî ïîëÿ ej.

Îïðåäåëåíèå 5 Ãðàäèåíò ôóíêöèè f â òî÷êå x åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà � ýòî âåêòîð
grad f(x) ∈ TxRn, ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå íà êîòîðûé ðàâíî äèôôåðåíöèàëó ôóíêöèè â
òî÷êå x:

dfx(ξ) = (grad f(x), ξ).

Ïîëå ãðàäèåíòà ôóíêöèè íàçûâàåòñÿ ïîòåíöèàëüíûì, à ñàìà ôóíêöèÿ � ïîòåíöèàëîì.
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3 Îñíîâíûå ôîðìóëû âåêòîðíîãî àíàëèçà.

Ôîðìóëà Ãàóññà � Îñòðîãðàäñêîãî.

Ïóñòü S � çàìêíóòàÿ ïîâåðõíîñòü â Rn, Ω � îãðàíè÷åííûé åþ îáúåì, v � ãëàäêîå
âåêòîðíîå ïîëå. Òîãäà ïîòîê ïîëÿ ÷åðåç ïîâåðõíîñòü ðàâåí èíòåãðàëó äèâåðãåíöèè ïîëÿ
ïî îáúåìó, îãðàíè÷åííîìó ïîâåðõíîñòüþ:

(1) F (S, v) =

∫
Ω

div vdVx,

ãäå Vx � ýëåìåíò îáúåìà â Rn.

Ôîðìóëà Ñòîêñà.

Ïóñòü γ � çàìêíóòàÿ êðèâàÿ â R3, S � îãðàíè÷åííàÿ åþ ïîâåðõíîñòü. Òîãäà ðàáîòà
ïîëÿ ïî êðèâîé γ ðàâíà ïîòîêó ðîòîðà ïîëÿ ÷åðåç ïîâåðõíîñòü S:

(2) w(v, γ) = F (S, rot v).

Îòìåòèì, ÷òî ôîðìóëà Ãàóññà-Îñòðîãðàäñêîãî âåðíà â ëþáîé ðàçìåðíîñòè, à ôîðìóëà
Ñòîêñà äëÿ ïîòîêà � òîëüêî â R3.

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî íèãäå âûøå íå äàâàëîñü îïðåäåëåíèå ïîòîêà âåêòîðíîãî ïîëÿ
÷åðåç çàìêíóòóþ êðèâóþ. Íåìóäðåíî! Ýòî ïîíÿòèå ìîæíî êîððåêòíî îïðåäåëèòü íå äëÿ
âñåõ âåêòîðíûõ ïîëåé, à òîëüêî äëÿ áåçäèâåðãåíòíûõ. Äåéñòâèòåëüíî, ïîòîê ïîëÿ ÷åðåç
ïëåíêó, çàòÿãèâàþùóþ äàííóþ êðèâóþ, íå çàâèñèò îò ïëåíêè, òîëüêî åñëè èíòåãðàë îò
äèâåðãåíöèè ïîëÿ ïî îáúåìó ìåæäó äâóìÿ òàêèìè ïëåíêàìè ðàâåí íóëþ.

Èç êîîðäèíàòíûõ îïðåäåëåíèé ëåãêî ñëåäóåò (äîêàæèòå!), ÷òî

(3) rot grad = 0,

(4) div rot = 0.

Áîëåå ñëîæíàÿ ôîðìóëà (äîêàæèòå!): äëÿ áåçäèâåðãåíòíûõ âåêòîíûõ ïîëåé

(5) rot rot v = −∆v

Îïåðàòîð Ëàïëàñà ïðèìåíÿåòñÿ ê âåêòîðíîìó ïîëþ ïîêîìïîíåíòíî.
Ñîâðåìåííûå äîêàçàòåëüñòâà îñíîâíûõ ôîðìóë âåêòîðíîãî àíàëèçà äàþòñÿ íà ÿçûêå

äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì.

4 Ôîðìà ðàáîòû è ôîðìà ïîòîêà.

Îïðåäåëåíèå 6 Ñ êàæäûì âåêòîðíûì ïîëåì v â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå ñâÿçàíà 1-
ôîðìà, íàçûâàåìàÿ ôîðìîé ðàáîòû:

ωv(x, ξ) = (v(x), ξ)

Çàäà÷à 1 Èíòåãðàë ôîðìû ðàáîòû ïî êðèâîé ðàâåí ðàáîòå ñîîòâåòñòâóþùåãî ïîëÿ
âäîëü êðèâîé.
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Òåì ñàìûì, äëÿ çàäàíèÿ ðàáîòû âåêòîðíîãî ïîëÿ ïî êðèâîé íóæíû íå òîëüêî ïîëå è
êðèâàÿ, íî åùå è åâêëèäîâà ñòðóêòóðà.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ïðîñòðàíñòâî Rn, â êîòîðîì íå çàäàíà åâêëèäîâà ñòðóêòóðà, íî
âûäåëåíà ïîñòîÿííàÿ n-ôîðìà ωn, íàçûâàåìàÿ ôîðìîé îáúåìà.

Îïðåäåëåíèå 7 Ôîðìà ïîòîêà âåêòîðíîãî ïîëÿ v â ïðîñòðàíñòâå Rn ñ âûäåëåííîé ôîð-
ìîé îáúåìà ωn, ýòî

ϕv(x; ξ1, . . . , ξn−1) = ωn(v(x), ξ1, . . . , ξn−1)

Ëåììà 1 Ïîòîê âåêòîðíîãî ïîëÿ ÷åðåç îðèåíòèðîâàííóþ ïîâåðõíîñòü S � ýòî èíòå-
ãðàë ïî S îò ñîîòâåòñòâóþùåé ôîðìû ïîòîêà.

Äîêàæèòå!

5 Âûâîä îñíîâíûõ ôîðìóë âåêòîðíîãî àíàëèçà èç îáùåé ôîðìó-

ëû Ñòîêñà.

Ôîðìóëà Ãàóññà � Îñòðîãðàäñêîãî.

Çàäà÷à 2 Äèôôåðåíöèàë ôîðìû ïîòîêà ïîëÿ v ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ äèâåðãåíöèè ïîëÿ v
íà ôîðìó îáúåìà ωn:

dϕv = (div v) ωn.

Ôîðìóëà Ãàóññà Îñòðîãðàäñêîãî (1) ñëåäóåò òåïåðü èç îáùåé ôîðìóëû Ñòîêñà:

F (v, s) =

∫
S

ϕv =

∫
Ω

dϕv =

∫
Ω

(div v)ωn =

∫
Ω

(div v)dVx.

Ôîðìóëà Ñòîêñà â R3.

Ôîðìóëà (2) ñëåäóåò òàêæå èç îáùåé ôîðìóëû Ñòîêñà:

w(v; γ) =

∫
γ

ωv =

∫
S

dωv =

∫
S

ϕrot v = F (rot v;S).

Ôîðìóëû (3) è (4) ñëåäóþò òåïåðü èç ôîðìóëû d2 = 0.

Çàäà÷à 3 Äèôôåðåíöèàë ôîðìû ðàáîòû ïîëÿ v â òðåõìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå
ðàâåí ôîðìå ïîòîêà äëÿ ðîòîðà ïîëÿ v.

Ýòî óòâåðæäåíèå ìîæíî ïðèíÿòü çà îïðåäåëåíèå ðîòîðà. Ýòî îïðåäåëåíèå, íà ìîé
âçãëÿä, ëåã÷å çàïîìíèòü, ÷åì êîîðäèíàòíîå, êîòîðîå èç íåãî ëåãêî âûâîäèòñÿ.

6 Óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà è ôîðìóëà Ñòîêñà.

Óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà âûâîäÿòñÿ èç ãëîáàëüíûõ ôîðìóëèðîâîê çàêîíîâ ýëåêòðîìàãíåòèç-
ìà ñ ïîìîùüþ îñíîâíûõ òåîðåì âåêòîðíîãî àíàäèçà.

Íà÷íåì ñ óðàâíåíèÿ III. Ïîòîê ìàãíèòíîãî ïîëÿ ÷åðåç ëþáóþ çàìêíóòóþ ïîâåðõíîñòü
ðàâåí íóëþ. Çíà÷èò, èíòåãðàë äèâåðãåíöèè ïîëÿ ïî îáúåìó, îãðàíè÷åííîìó ýòîé ïîâåðõ-
íîñòüþ, ðàâåí íóëþ. Íî ïîâåðõíîñòü ïðîèçâîëüíà, çíà÷èò è îáúåì ïðîèçâîëåí; n-ôîðìà,
èíòåãðàë êîòîðîé ïî ëþáîìó îáúåìó ðàâåí íóëþ, ñàìà ðàâíà íóëþ.
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Àíàëîãè÷íî âûâîäèòñÿ óðàâíåíèå I, ñïðàâåäëèâîå â îáëàñòè, ñâîáîäíîé îò çàðÿäîâ.
Ïåðåéäåì ê óðàâíåíèþ II. Èíòåãðàë E ïî çàìêíóòîìó êîíòóðó � ýòî ðàáîòà ïîëÿ E

ïî ýòîìó êîíòóðó (ïî îïðåäåëåíèþ). Ïî ôîðìóëå Ñòîêñà, äëÿ ëþáîé ïëåíêè, íàòÿíóòîé
íà êîíòóð, ýòîò èíòåãðàë ðàâåí ïîòîêó ðîòîðà E ÷åðåç ýòó ïëåíêó. Ïîòîê ìàãíèòíîãî
ïîëÿ B ÷åðåç ýòîò æå êîíòóð ðàâåí, ïî îïðåäåëåíèþ, ïîòîêó ïîëÿ B ÷åðåç âûáðàííóþ
ïëåíêó. Ýòîò ïîòîê íå çàâèñèò îò âûáîðà ïëåíêè, ïîñêîëüêó ïîëå B áåçäèâåðãåíòíî. Â
ñèëó ãëîáàëüíîé ôîðìóëèðîâêè, ïîòîê ïîëÿ rot E + ∂B

∂t
÷åðåç âûáðàííóþ ïëåíêó ðàâåí

íóëþ. Íî ïëåíêà ïðîèçâîëüíà. Åñëè ïîòîê ïîëÿ ÷åðåç ëþáóþ ïîâåðõíîñòü ðàâåí íóëþ,
çíà÷èò ñàìî ïîëå ðàâíî íóëþ.

Àíàëîãè÷íî âûâîäèòñÿ óðàâíåíèå IV â îáëàñòè, ñâîáîäíîé îò òîêîâ.

7 Ðåøåíèå óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà.

Óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà ïðîèçâîäÿò óñòðàøàþùåå âïå÷àòëåíèå. Ýòî âîñåìü óðàâíåíèé íà
øåñòü íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé. Ýòè ôóíêöèè �ñöåïëåíû� äðóã ñ äðóãîì: â êàæäîå óðàâíåíèå
âõîäèò ïî íåñêîëüêî ðàçíûõ ôóíêöèé.

Îäíàêî ýòè ôóíêöèè óäàåòñÿ �ðàñöåïèòü�. Óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà â ïóñòîòå ñâîäÿòñÿ
ê øåñòè îäèíàêîâûì óðàâíåíèÿì íà øtñòü êîìïîíåíò ïîëåé B è E. Â êàæäîå óðàâíåíèå
âõîäèò òîëüêî îäíà êîìïîíåíòà. Ìû ïðèìåíèì ïðèåì, óæå èñïîëüçîâàííûé íà ïåðâûõ
øàãàõ êîìïëåêñíîãî àíàëèçà.

Óðàâíåíèÿ Êîøè-Ðèìàíà è ãàðìîíè÷íîñòü ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé.

Ñèñòåìà II, IV óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà íåìíîãî íàïîìèíàåò ñèñòåìó óðàâíåíèé Êîøè-
Ðèìàíà äëÿ äâóõ ôóíêöèé u è v íà ïëîñêîñòè:

ux = vy, uy = −vx.

Ýòè óðàâíåíèÿ òîæå çàöåïëåíû. ×òîáû èõ ðàñöåïèòü, ïðîäèôôåðåíöèðóåì êàæäîå èç
óðàâíåíèé òàê, ÷òîáû â íèõ âõîäèëà îäíà è òà æå ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè v (ñ ïðîòèâîïî-
ëîæíûì çíàêîì), à çàòåì ñëîæèì ðåçóëüòàòû:

uxx = vxy, uyy = −vxy.

Ïîëó÷àåì

(6) ∆u = 0.

Àíàëîãè÷íî
∆v = 0.

Óðàâíåíèå (6) íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Ëàïëàñà. Åãî èññëåäîâàíèå ñîñòàâëÿåò îäíó èç öåí-
òðàëüíûõ ãëàâ òåîðèè óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè.

Ñâåäåíèå óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà ê âîëíîâîìó óðàâíåíèþ.

Ïðîäåëàåì àíàëîãè÷íóþ îïåðàöèþ ñ óðàâíåíèÿìè Ìàêñâåëëà.
Âîçüìåì ðîòîð îò îáåèõ ÷àñòåé óðàâíåíèÿ II è ïðîäèôôåðåíöèðóåì óðàâíåíèå IV ïî

âðåìåíè:

rot rot E = −rot ∂B

∂t

c2
∂ rot B

∂t
=

∂2E

∂t

Ïî ôîðìóëå (5), êâàäðàò ðîòîðà áåçäèâåðãåíòíîãî ïîëÿ � ýòî ìèíóñ ëàïëàñèàí ýòîãî
ïîëÿ:

rot E = −∆E.
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Â ñèëó ðàâåíñòâà ñìåøàííûõ ïðîèçâîäíûõ, ÷ëåíû, ñîäåðæàùèå B â îáîèõ óðàâíåíèÿõ,
ïðîïîðöèîíàëüíû. Óìíîæèì ïåðâîå óðàâíåíèå íà c2 è ñëîæèì ñî âòîðûì. Ïîëó÷èì:

(7)
∂2E

∂t2
= c2∆E.

Ýòî óðàâíåíèå ðàñïàäàåòñÿ íà òðè ñêàëÿðíûõ óðàâíåíèÿ äëÿ êîìïîíåíò ïîëÿ E. Àíàëî-
ãè÷íî ïîëó÷àåòñÿ óðàâíåíèå

(8)
∂2B

∂t2
= c2∆B.

Óðàâíåíèå íà îäíó êîìïîíåíòó ïîëÿ B èëè E (îáîçíà÷èì åå u) èìååò âèä:

(9) ut2 = c2∆u.

Ýòî � âîëíîâîå óðàâíåíèå, êîòîðîå âî âðåìåíà Ìàêñâåëëà óæå áûëî õîðîøî èçó÷åíî. Â
îòëè÷èå îò ðîòîðà, ëàïëàñèàí îïðåäåëåí â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå ëþáîé ðàçìåðíîñòè.
Îäíîìåðíîå âîëíîâîå óðàâíåíèå îïèñûâàåò êîëåáàíèÿ ñòðóíû, äâóìåðíîå � ðàñïðîñòðàíå-
íèå âîëí íà âîäå (ïðàâäà, â î÷åíü ãðóáîì ïðèáëèæåíèè), òðåõìåðíîå � ðàñïðîñòðàíåíèå
çâóêà. Íî íèêòî äî Ìàêñâåëëà íå çíàë, ÷òî îíî îïèñûâàåò òàêæå ðàñïðîñòðàíåíèå ýëåê-
òðîìàãíèòíûõ êîëåáàíèé.

8 Ñîâìåñòíîñòü óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà.

Èññëåäîâàíèå âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ ñîñòàâëÿåò çíà÷èòåëüíóþ ÷àñòü òðàäèöèîííîãî óíè-
âåðñèòåòñêîãî êóðñà óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûì ïðîèçâîäíûìè. Ìû êîñíåìñÿ çäåñü ëèøü ñàìûõ
ïðîñòûõ ñâîéñòâ ýòîãî óðàâíåíèÿ.

Âîëíîâîå óðàâíåíèå îïèñûâàåò ïðîöåññ, ðàçâèâàþùèéñÿ âî âðåìåíè. Ìîæíî ñ÷èòàòü,
÷òî ôóíêöèÿ u â óðàâíåíèè (9) � ýòî êîìïîíåíòà ìàãíèòíîãî ïîëÿ; çíà÷åíèå u(x, t) � ýòî
âåëè÷èíà êîìïîíåíòû â òî÷êå x â ìîìåíò t. Êàæåòñÿ ïðàâäîïîäîáíûì, ÷òî äëÿ ïðåäñêà-
çàíèÿ ýâîëþöèè ïðîöåññà äîñòàòî÷íî çíàòü åãî ñîñòîÿíèå â íà÷àëüíûé ìîìåíò. Â óðàâ-
íåíèÿõ ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ ýòî òàê è
åñòü. Íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå äëÿ óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà � ýòî çíà÷åíèÿ E|t=0 è B|t=0. Äëÿ
ñîîòâåòñòâóþùåãî âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ íà E � ýòî

E|t=0 è
∂E

∂t
|t=0 = c2rot B|t=0.

Äëÿ îáùåãî âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ ýòî ut=0 è ut|t=0. Äîêàçàíî, ÷òî ýòè äàííûå íà âñåì R3

îïðåäåëÿþò ðåøåíèå â R3 × R1 îäíîçíà÷íî. Åñëè íà÷àëüíûå äàííûå èçâåñòíû â øàðå,
òî îïðåäåëÿåòñÿ îáëàñòü â ïðîñòðàíñòâå x, t, ãäå ðåøåíèå îïðåäåëåíî îäíîçíà÷íî. Çàäà-
÷à: �ðåøèòü âîëíîâîå óðàâíåíèå, çíàÿ íà÷àëüíûå äàííûå�, íàçûâàåòñÿ çàäà÷åé Êîøè äëÿ
âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî åñëè íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ âåêòîðíîãî âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ (7) èëè
(8) èìåþò íóëåâóþ äèâåðãåíöèþ ïî x, y, z, òî ðåøåíèÿ èìåþò íóëåâóþ äèâåðãåíöèþ ïðè
âñåõ t. Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà I è III ïðè ëþáûõ t îêàçûâàþòñÿ ñëåäñòâèåì
óðàâíåíèé II, IV ïëþñ óðàâíåíèÿ I è III íà ïëîñêîñòè t = 0. Ýòî îáúÿñíÿåò çàãàäêó òîãî,
êàê âîñåìü óðàâíåíèé íà øåñòü ôóíêöèé îêàçûâàþòñÿ âñåãäà ñîâìåñòíûìè.
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9 Áåãóùèå âîëíû.

Îïèñàíèå îáùåãî ðåøåíèÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå õîðîøî èç-
âåñòíî, íî òðåáóåò îïðåäåëåííûõ óñèëèé. Ìû íàïèøåì ñåé÷àñ ÷àñòíîå ðåøåíèå, êîòîðîå
íàõîäèòñÿ ñîâñåì ëåãêî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà÷àëüíûå äàííûå çàâèñÿò òîëüêî îò îäíîé
ïåðåìåííîé x, è ïîñòîÿííû ïî y è z. Íàéäåì ÷àñòíîå ðåøåíèå âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ (9) ñ
îäíîé ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé

(10) ut2 = c2ux2

è ïðîäîëæèì åãî öèëèíäðè÷åñêè (ïîñòîÿííûìè ôóíêöèÿìè) ïî y è z.
×àñòíîå ðåøåíèå áóäåì èñêàòü â âèäå

u(t, x) = f(x− at).

Îíî ñîîòâåòñòâóåò íà÷àëüíûì óñëîâèÿì:

u|t=0 = f(x), ut|t=0 = −af ′(x).

Ãðàôèêè ôóíêöèè u(tj, x) ïðè ðàçíûõ âîçðàñòàþùèõ çíà÷åíèÿõ tj = 1, 2, 5, . . . ïîêàçûâà-
þò, ÷òî u ïðåäñòàâëÿåò ñîáîþ âîëíó, áåãóùóþ âïðàâî ñî ñêîðîñòüþ a.

Ïîäñòàâèì òåïåðü u = f(x− at) â âîëíîâîå óðàâíåíèå. Ïîëó÷èì:

a2f ′′(x− at) = c2f ′′(x− at).

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî a = c! Ðåøåíèå âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ ìîæåò áûòü áåãóùåé âîëíîé ñ
ëþáîé ôóíêöèåé f (íóæíî òîëüêî ïðàâèëüíî ïîäîáðàòü íà÷àëüíûå óñëîâèÿ), íî ñêîðîñòü
ðàñïðîñòðàíåíèÿ ìîæåò áûòü òîëüêî c.

10 Îòêðûòèå Ìàêñâåëëîì ýëåêòðîìàãíèòíîé ïðèðîäû ñâåòà.

Êîíñòàíòà c â óðàâíåíèÿõ Ìàêñâåëëà áûëà èçìåðåíà î÷åíü òî÷íî â ýêñïåðèìåíòàõ ïî
ýëåêòðè÷åñòâó è ìàãíåòèçìó è îêàçàëàñü ðàâíîé ñêîðîñòè ñâåòà, õîòÿ íèêàêîãî îòíîøåíèÿ
ê ñâåòó ýêñïåðèìåíòû íå èìåëè.

Àíàëèçèðóÿ îòêðûòûå èì óðàâíåíèÿ, Ìàêñâåëë ïîíÿë, ÷òî ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîþ âîëíû (ïîä÷èíÿåòñÿ âîëíîâîìó óðàâíåíèþ), è ýòè âîëíû ðàñïðîñòðà-
íÿþòñÿ ñî ñêîðîñòüþ ñâåòà. Òîãäà Ìàêñâåëë âûñêàçàë ãåíèàëüíóþ äîãàäêó:

ñâåò � ýòî ýëåêòðîìàãíèòíûå âîëíû.

Äî Ìàêñâåëëà, ôèçèêè íå ñâÿçûâàëè ñâåò ñ ýëåêòðè÷åñòâîì è ìàãíåòèçìîì.
Òàê îò ýêñïåðèìåíòàëüíûõ çàêîíîâ ýëåêòðîìàãíåòèçìà, ïóòåì ÷èñòî ìàòåìàòè÷åñêîãî

àíàëèçà ýòèõ çàêîíîâ, Ìàêñâåëë ïðèøåë ê îäíîìó èç âåëè÷àéøèõ îòêðûòèé ôèçèêè �
îòêðûòèþ ýëåêòðîìàãíèòíîé ïðèðîäû ñâåòà.


