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Èíòåãðèðîâàíèå ïî ìíîãîîáðàçèÿì è âåêòîðíûé àíàëèç.

Èíòåãðèðîâàòü ôîðìû ìîæíî íå òîëüêî ïî ñèíãóëÿðíûì êóáàì, íî è ïî ìíîãîîáðàçèÿì
ñ êðàåì. Äëÿ ýòîãî ìíîãîîáðàçèÿ ðàçáèâàþòñÿ íà ñèíãóëÿðíûå êóáû èëè ïðåäñòàâëÿþòñÿ
â âèäå òàê íàçûâàåìûõ öåïåé, ðèñ. 1.

Ðèñ. 1: Ðàçáèåíèå òðèàíãóëèðóåìîé ïîâåðõíîñòè íà ñèíãóëÿðíûå êóáû.

1 Öåïè è èíòåãðàëû ïî íèì.

Ïóñòü M � ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå ñ êðàåì. Ó íàñ âñåãäà áóäåò M ⊂ RN .

Îïðåäåëåíèå 1 Îðèåíòàöèåé ñòàíäàðòíîãî k-ìåðíîãî êóáà íàçûâàåòñÿ âûáîð îäíîãî èç
êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè k-ðåïåðîâ â êóáå; äâà ðåïåðà íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè
îïðåäåëèòåëü èõ ìàòðèöû ïåðåõîäà ïîëîæèòåëåí. Äâå îðèåíòàöèè, çàäàííûå íåýêâèâà-
ëåíòíûìè ðåïåðàìè, íàçûâàþòñÿ ïðîòèâîïîëîæíûìè; åñëè îäíà îáîçíà÷àåòñÿ Or, òî
äðóãàÿ Or−. ×åðåç e− îáîçíà÷àåòñÿ ðåïåð, îðèåíòèðîâàííûé ïðîòèâîïîëîæíî ðåïåðó e.

Îïðåäåëåíèå 2 Ñèíãóëÿðíûé êóá � ýòî òðîéêà (K, f,Or), ãäå K � ýòî ñòàíäàðòíûé
êóá, f : K → M � äèôôåîìîðôèçì, Or � îðèåíòàöèÿ ñòàíäàðòíîãî êóáà.
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Îïðåäåëåíèå 3 Ïðîñòðàíñòâî öåïåé � ýòî ïðîñòðàíñòâî ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé ñèíãó-
ëÿðíûõ êóáîâ ñ öåëûìè (ïî óìîë÷àíèþ) èëè âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè, ôàêòîðè-
çîâàííîå ïî ñîîòíîøåíèÿì: ñóììà äâóõ ñèíãóëÿðíûõ êóáîâ, îòëè÷àþùèõñÿ òîëüêî îðè-
åíòàöèåé, ðàâíà íóëþ; äâà ñèíãóëÿðíûõ êóáà ñ îäèíàêîâîé îðèåíòàöèåé è îáðàçîì ðàâíû;
ñì. ñîîòíîøåíèÿ (1), (2) íèæå. Îäíà òàêàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ íàçûâàåòñÿ öåïüþ.

Îïðåäåëåíèå 4 Ãðóïïà öåïåé � ýòî ïðîñòðàíñòâî öåïåé ñ ôîðìàëüíîé (ïîêîýôôèöè-
åíòíîé) îïåðàöèåé ñëîæåíèÿ: åñëè Kj � ñèíãóëÿðíûå êóáû, è

C1 =
∑

ajKj, C2 =
∑

bjKj,

òî
C1 + C2 =

∑
(aj + bj)Kj.

Ïðè ýòîì ïðîèçâîäèòñÿ ôàêòîðèçàöèÿ ïî îòíîøåíèÿì ýêâèâàëåíòíîñòè.

(1) (K, f,Or) + (K, f,Or−) = 0;

(2) (K, f,Or) = (K, g,Or) åñëè f(K) = g(K).

Îïðåäåëåíèå 5 Èíòåðàëîì îò k-ôîðìû ω ïî öåïè
∑

ajKj íàçûâàåòñÿ∑
aj

∫
Kj

ω;

èíòåãðàë îò ôîðìû ïî ñèíãóëÿðíîìó êóáó óæå îïðåäåëåí.

2 Ãðàíèöû öåïåé.

Ðàññìîòðèì k-ìåðíûé êóá Kk ñ ðåáðàìè e1, . . . , ek, îáðàçóþùèìè îðòîíîðìèðîâàííûé ðå-
ïåð e, îðèåíòèðîâàííûé ýòèì ðåïåðîì è âëîæåííûé â Rk. Ãðàíè êóáà k � ýòî (k−1)-ìåðíûå
êóáû Kj è K ′

j, îðòîãîíàëüíûå âåêòîðó ej; ïåðâàÿ èç íèõ ïðîõîäèò ÷åðåç åãî íà÷àëî, âòîðàÿ
� ÷åðåç êîíåö. Îíè îðèåíòèðîâàíû òàêèì (k − 1)-ðåïåðîì fj, ÷òî ðåïåð (ej, fj) ýêâèâàëåí-
òåí ðåïåðó e. Ðåïåð ñ îðèåíòàöèåé, ïðîòèâîïîëîæíîé îðèåíòàöèè ðåïåðà f , êàê è âûøå,
îáîçíà÷àåòñÿ −f èëè f−.

Çàäà÷à 1 Â êà÷åñòâå fj äëÿ Γ′
j ìîæíî âçÿòü (−1)j−1e(j), ãäå e(j) = e1, . . . , êj, . . . , ek, à

äëÿ Γj � ðåïåð (−1)je(j).

Òàê îïðåäåëåííàÿ îðèåíòàöèÿ ãðàíåé íàçûâàåòñÿ ïðàâèëüíîé è îáîçíà÷àåòñÿ Orj äëÿ
Γj è Or′j äëÿ Γ_j.

Äëÿ ñòàíäàðòíîãî êóáà, îðèåíòèðîâàííîãî ïðîòèâîïîëîæíûì ðåïåðîì, îðèåíòàöèè ãðà-
íåé ïðîòèâîïîëîæíû.

Òåîðåìà 1 Ãðàíèöà ãðàíèöû êóáà ðàâíà íóëþ.

Äîêàçàòåëüñòâî Ãðàíèöà ãðàíèöû êóáà � ýòî ñóììà åãî îðèåíòèðîâàííûõ (k−2)-ìåðíûõ
ãðàíåé ñ êîýôôèöèåíòàìè ±1. Êàæäàÿ (k − 2)-ìåðíàÿ ãðàíü ïðèíàäëåæèò ðîâíî äâóì
(k − 1)-ìåðíûì. Ïðàâèëüíûå îðèåíòàöèè ýòèõ (k − 1)-ìåðíûõ ãðàíåé èíäóöèðóþò ïðîòè-
âîïîëîæíûå îðèåíòàöèè (k − 2)-ìåðíîé ãðàíè. (Ïðîâåðüòå!) Ïîýòîìó ýòà ãðàíü âõîäèò â
ãðàíèöó ãðàíèöû ñ íóëåâûì êîýôôèöèåíòîì. �
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Çàäà÷à 2 Ïðîâåðüòå óòâåðæäåíèå î ïðîòèâîïîëîæíîñòè îðèåíòàöèé (k − 2)-ìåðíîé
ãðàíè èç ïðåäûäóùåãî äîêàçàòåëüñòâà.

Îïðåäåëåíèå 6 Ãðàíèöà ñòàíäàðòíîãî êóáà � ýòî öåïü, â êîòîðóþ êàæäàÿ ãðàíü âõî-
äèò ñ êîýôôèöèåíòîì 1, è îïðåäåëåííîé âûøå îðèåíòàöèåé. Îáîçíà÷àåòñÿ

∂K = Σ(Kj, id, Orj) + Σ(K ′
j, id, Or′j).

Îïðåäåëåíèå 7 Ãðàíèöà ñèíãóëÿðíîãî êóáà (K, f,Or) � ýòî öåïü

Σ(Kj, f |Kj
, Orj) + Σ(K ′

j, f |K′
j
, Or′j).

Îïðåäåëåíèå 8 Îïðåäåëåíèå ãðàíèöû ïåðåíîñèòñÿ ñ ñèíãóëÿðíûõ êóáîâ íà ëþáûå êîöå-
ïè ïî ëèíåéíîñòè:

(3) ∂(ΣmjKj) = Σmj∂Kj.

3 Ïðåäñòàâëåíèå ìíîãîîáðàçèé öåïÿìè è ôîðìóëà Ñòîêñà äëÿ

ìíîãîîáðàçèé ñ êðàåì

Îïðåäåëåíèå 9 Çàìêíóòîå îðèåíòèðîâàííîå ìíîãîîáðàçèå ïðåäñòàâëåíî öåïüþ, åñëè
âñå ñèíãóëÿðíûå êóáû íå èìåþò îáùèõ âíóòðåííèõ òî÷åê è âõîäÿò â öåïü ñ êîýôôè-
öèåíòîì 1, èõ îðèåíòàöèÿ ñîãëàñîâàíà ñ îðåíòàöèåé ìíîãîîáðàçèÿ, à èõ îáúåäèíåíèå
ñîâïàäàåò ñ ìíîãîîáðàçèåì.

Îïðåäåëåíèå 10 Îðèåíòèðîâàííîå ìíîãîîáðàçèå ñ êðàåì ïðåäñòàâëåíî öåïüþ, åñëè âñå
ñèíãóëÿðíûå êóáû íå èìåþò îáùèõ âíóòðåííèõ òî÷åê è âõîäÿò â öåïü ñ êîýôôèöèåí-
òîì 1, èõ îðèåíòàöèÿ ñîãëàñîâàíà ñ îðåíòàöèåé ìíîãîîáðàçèÿ, èõ îáúåäèíåíèå ñîâïàäàåò
ñ ìíîãîîáðàçèåì, à ãðàíèöà öåïè ïðåäñòàâëÿåò ãðàíèöó ìíîãîîáðàçèÿ â ñìûñëå ïðåäûäó-
ùåãî îïðåäåëåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 11 Èíòåãðàë îò k-ôîðìû ïî k-ìåðíîìó ìíîãîîáðàçèþ ñ êðàåì � ýòî èí-
òåãðàë îò ýòîé ôîðìû ïî ïðåäñòàâëÿþùåé ìíîãîîáðàçèå öåïè.

Òàêîé èíòåãðàë íå çàâèñèò îò ïðåäñòàâëåíèÿ ìíîãîîáðàçèÿ öåïüþ. Ýòî óòâåðæäåíèå
àíàëîãè÷íî òîìó, ÷òî èíòåãðàë ïî îáëàñòè, âû÷èñëåííûé êàê ñóììà èíòåãðàëîâ ïî ÷àñòÿì,
íà êîòîðûå ýòà îáëàñòü ðàçáèòà, íå çàâèñèò îò ðàçáèåíèÿ, è ìû íå áóäåì åãî äîêàçûâàòü
ïîäðîáíî. Ðàññìàòðèâàÿ ìíîãîîáðàçèå, ìû áóäåì ñðàçó ñ÷èòàòü, ÷òî îíî ïðåäñòàâëåíî
öåïüþ.

Òåîðåìà 2 Ôîðìóëà Ñòîêñà äëÿ ìíîãîîáðàçèé ñ êðàåì. Ïóñòü M � k-ìåðíîå îðè-
åíòèðîâàííîå ìíîãîîáðàçèå ñ ïðàâèëüíî îðèåíòèðîâàííûì êðàåì ∂M , ω = ωk−1 � (k−1)-
ôîðìà íà M . Òîãäà

(4)

∫
∂M

ω =

∫
M

dω.
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Äîêàçàòåëüñòâî Ïî îïðåäåëåíèþ, èíòåãðàë îò ôîðìû ïî ìíîãîîáðàçèþ ðàâåí èíòåãðàëó
îò ýòîé ôîðìû ïî ïðåäñòàëÿþùåé åãî öåïè c. Ïîýòîìó ôîðìóëà Ñòîêñà äëÿ ìíîãîîáðàçèé
ïðåâðàùàåòñÿ â ôîðìóëó Ñòîêñà äëÿ öåïåé:

(5)

∫
∂c

ω =

∫
c

dω.

Íî ïî ëèíåéíîñòè, ôîðìóëà Ñòîêñà äëÿ öåïåé ñâîäèòñÿ ê ôîðìóëå Ñòîêñà äëÿ ñèíãóëÿð-
íûõ êóáîâ; à äëÿ íèõ îíà óæå äîêàçàíà. Ïîäðîáíåå, åñëè c = ΣmjKj, òî∫

∂c

ω =

∫
Σmj∂Kj

ω = Σmj

∫
∂Kj

ω = Σmj

∫
Kj

∂ω =

∫
ΣmjKj

∂ω =

∫
c

∂ω.

�

4 Íàïîìèíàíèå: ôîðìû ðàáîòû è ïîòîêà âåêòîðíîãî ïîëÿ.

Âåêòîðíîå ïîëå v : v(x) ∈ TxRn, îïðåäåëÿåò 1-ôîðìó ðàáîòû ωv è (n−1)-ôîðìó ïîòîêà: ϕv.
Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ôîðìû ðàáîòû íóæíà åâêëèäîâà ñòðóêòóðà (,), äëÿ îïðåäåëåíèÿ ôîðìû
ïîòîêà � òîëüêî ôîðìà îáúåìà dV . Îïðåäåëåíèÿ:

ωv(x; ξ) = (v(x), ξ);

ϕv(x; ξ1, . . . , ξn−1) = dV (x; v(x), ξ1, . . . , ξn−1).

Êîîðäèíàòíàÿ çàïèñü ôîðìû ðàáîòû â îðòîíîðìàëüíîì áàçèñå, â êîòîðîì v(x) = (v1, . . . , vn)(x):

ωv(x; ξ) = Σvj(x)ξ
j.

Çàïèñü ôîðìû ïîòîêà â áàçèñå, îáúåì êîòîðîãî ðàâåí 1:

ϕv(x, ·) =
∑

(−1)j−1vj(x)dx1 ∧ . . . d̂xj ∧ . . . dxn

5 Ãðàäèåíò, äèâåðãåíöèÿ, ðîòîð.

Íèæå íàïîìèíàþòñÿ îïðåäåëåíèÿ: ãðàäèåíò ôóíêöèè è äèâåðãåíöèÿ: ãðàäèåíò ôóíêöèè
è äèâåðãåíöèÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ îïðåäåëåíû â ïðîñòðàíñòâå ëþáîé ðàçìåðíîñòè; ðîòîð
� òîëüêî â R2 è R3. Îïðåäåëåíèå ãðàäèåíòà è ðîòîðà òðåáóåò åâêëèäîâîé ñòðóêòóðû;
îïðåäåëíèå äèâåðãåíöèè - òîëüêî ôîðìû îáúåìà.

Îïðåäåëåíèå 12 Ãðàäèåíòîì ôóíêöèè f â òî÷êå x íàçûâàåòñÿ âåêòîð, îáîçíà÷àåìûé
grad f(x) òàêîé, ÷òî

df(x, ξ) = (gradf(x), ξ).

Âåêòîðíîå ïîëå x 7→ grad f(x) íàçûâàåòñÿ ïîëåì ãðàäèåíòà èëè ïðîñòî ãðàäèåíòîì
ôóíêöèè f . Ñàìà ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ ïîòåíöèàëîì ïîëÿ grad f . Â îðòîíîðìèðîâàííîì
áàçèñå

grad f(x) =

(
∂f

∂x1

. . . ,
∂f

∂xn

)
.
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Îïðåäåëåíèå 13 Äèâåðãåíöèåé ïîëÿ v â Rn íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ div v, îïðåäåëÿåìàÿ
êàê îòíîøåíèå äèôôåðåíöèàëà ôîðìû ïîòîêà ïîëÿ v ê ôîðìå îáúåìà:

div v =
dϕv

dV
.

Â áàçèñå îáúåìà 1 äèâåðãåíöèÿ èìååò âèä:

div v =
∑ ∂vj

∂xj

.

Îïðåäåëåíèå 14 Ðîòîðîì âåêòîðíîãî ïîëÿ v â R3 íàçûâàåòñÿ âåêòîðíîå ïîëå rot v,
ôîðìà ïîòîêà êîòîðîãî ðàâíà äèôôåðåíöèàëó ôîðìû ðàáîòû ïîëÿ V

ϕrot v = dωv.

Îïðåäåëåíèå 15 Ðîòîðîì âåêòîðíîãî ïîëÿ v â R2 íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ, ðàâíàÿ îòíî-
øåíèþ äèôôåðåíöèàëà ôîðìû ðàáîòû ïîëÿ v ê ôîðìå îáúåìà:

rot2 v =
dωv

dV
.

Çàäà÷à 3 Ïóñòü v1, v2 � ôóíêöèè îò x è y, v = v1e1 + v2e2 � ïîëå â R2, ṽ = v1e1 + v2e2
� ïîëå â R3. π � ïðîåêöèÿ (x, y, z) 7→ (x, y). Äîêàçàòü, ÷òî

rot ṽ = (rot2 v ◦ π)e3.

Êîîðäèíàòíàÿ çàïèñü ðîòîðà â îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå äëÿ v = (v1, . . . , vn), n = 2, 3:

rot2 v =
∂v2
∂x

− ∂v1
∂y

= D1v2 −D2v1;

rot v = (D2v3 −D3v2, D3v1 −D1v3, D1v2 −D2v1).

Äëÿ çàïîìèíàíèÿ ïîëåçíà ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà:

rot v =

∣∣∣∣∣∣
e1 e2 e3
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

v1 v2 v3

∣∣∣∣∣∣ .
Îíà íàïîìèíàåò ôîðìóëó äëÿ âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ:

v × w =

∣∣∣∣∣∣
e1 e2 e3
v1 v2 v3
w1 w2 w3

∣∣∣∣∣∣ ;
ýòà ôîðìóëà èñïîëüçîâàíà íèæå. Îïåðàòîð 5, ââåäåííûé Ãàìèëüòîíîì: 5 = (D1, D2, D3)
ïîìîãàåò çàïîìíèòü ïðåäûäóùèå ôîðìóëû:

grad f = 5f

rot v = 5× v

div v = (5, v).
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6 Èíòåãðàëû ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäà.

Êàê ãîâîðèëîñü âûøå, íåëüçÿ èíòåãðèðîâàòü ôóíêöèè; èíòåãðèðîâàòü ìîæíî òîëüêî ôîð-
ìû. Ýòî íå ñîâñåì òî÷íî. Ôóíêöèè ìîæíî èíòåãðèðîâàòü ïî ëþáîìó ìíîæåñòâó, íà êîòî-
ðîì çàäàíà ìåðà.

Ïóñòü Rn � åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî. Êàê òîëüêî çàäàíà (åâêëèäîâà) ìåòðèêà, ìîæíî
îïðåäåëèòü ïëîùàäü (îáúåì) êîìïàòíîãî ìíîãîîáðàçèÿ ëþáîé ðàçìåðíîñòè. Ïëîùàäü �
ýòî ìåðà.

Îïðåäåëåíèå 16 Èíòåãðàë ôóíêöèè ïî ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè (áîëåå îáùî � èíòåãðàë
ôóíêöèè ïî ìåðå) íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëîì ïåðâîãî ðîäà.

Îïðåäåëåíèå 17 Èíòåãðàë (äèôôåðåíöèàëüíîé) ôîðìû ïî ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè íàçû-
âàåòñÿ èíòåãðàëîì âòîðîãî ðîäà.

Òåîðåìà 3 Èíòåãðàë îò ôîðìû ïîòîêà âåêòîðíîãî ïîëÿ ïî ïîâåðõíîñòè ðàâåí èíòå-
ãðàëó îò ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ýòîãî ïîëÿ íà åäèíè÷íóþ âíåøíþþ íîðìàëü, âçÿòîìó
ïî ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî Ýòà òåîðåìà óæå äîêàçàíà íà çàíÿòèÿõ. �

7 Îñíîâíûå ôîðìóëû âåêòîðíîãî àíàëèçà.

Îïðåäåëåíèå 18 Öèðêóëÿöèÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ âäîëü êîíòóðà � ýòî èíòåãðàë ôîðìû
ðàáîòû ïîëÿ ïî ýòîìó êîíòóðó.

Òåîðåìà 4 Ôîðìóëà Ãðèíà â R2. Öèðêóëÿöèÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ ïî ïðàâèëüíî îðèåí-
òèðîâàííîé ãðàíèöå îðèåíòèðîâàííîé ïëîñêîé îáëàñòè � ýòî èíòåãðàë ðîòîðà ïîëÿ ïî
ýòîé îáëàñòè.

Íèæå ïðåäïîëîæåíèÿ îá îðèåíòàöèè âûïîëíåíû ïî óìîë÷àíèþ.

Òåîðåìà 5 Òåîðåìà Ãàóññà�Îñòðîãðàäñêîãî â Rn. Ïîòîê âåêòîðíîãî ïîëÿ ÷åðåç ãðà-
íèöó îáëàñòè ðàâåí èíòåãðàëó îò äèâåðãåíóöèè ïîëÿ ïî ýòîé îáëàñòè.

Òåîðåìà 6 Ôîðìóëà Ñòîêñà. Öèðêóëÿöèÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ ïî çàìêíóòîé êðèâîé â R3

ðàâíà ïîòîêó ïîëÿ ÷åðåç îãðàíè÷åííóþ ýòîé êðèâîé ïîâåðõíîñòü.

Âñå ýòè òåîðåìû ÿâëÿþòñÿ ñëåäñòâèåì ïðåäûäóùèõ îïðåäåëåíèé è ôîðìóëû Ñòîêñà.
Ê ýòîìó íóæíî äîáàâèòü ñîâïàäåíèå äâóõ îïðåäåëåíèé ïîòîêà ïîëÿ ÷åðåç ïîâåðõíîñòü
(òåîðåìà 3).

Ïðèìå÷àíèå. Â òåîðåòè÷åñêîé êîíòðîëüíîé ýòè (òðèâèàëüíûå) âûâîäû äîëæíû áûòü
íàïèñàíû ïîäðîáíî.


