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Ôîðìóëà Ñòîêñà è ëåììà Ïóàíêàðå.

1 Ôîðìóëà Ñòîêñà äëÿ ñòàíäàðòíîãî êóáà.

Îáùàÿ ôîðìóëà Ñòîêñà äëÿ ìíîãîîáðàçèÿ Ω ñ êðàåì ∂Ω è äëÿ ëþáîãî ìíîãîãðàííèêà Ω
ñ ãðàíèöåé ∂Ω èìååò âèä: ∫

∂Ω

ω =

∫
Ω

dω.

Íàì åùå ïðåäñòîèò îïðåäåëèòü â îáùåì âèäå èíòåãðàëû â îáåèõ ÷àñòÿõ ýòîãî ðàâåíñòâà.
Ïîêà îíè îïðåäåëåíû äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà Ω � ñòàíäàðòíûé èëè ñèíãóëÿðíûé êóá. Â ýòîì
ñëó÷àå åãî ãðàíèöà ñàìà ñîñòîèò èç ñòàíäàðòíûõ èëè ñèíãóëÿðíûõ êóáîâ, òàê ÷òî èíòåãðàë
ω ïî íåé îò ôîðìû îïðåäåëåí. Íà÷íåì ñî ñòàíäàðòíîãî êóáà.

Ïóñòü K ⊂ Rk+1 � êóá

K =

{
k+1∑
j=1

xjej|xj ∈ [0, 1]

}
,

e1, . . . , ek+1 � áàçèñíûå îðòû. Ïðîäîëæèì íàáîð e1, . . . , ek+1 ïîñòîÿííûìè âåêòîðíûìè ïî-
ëÿìè. Òîãäà äëÿ ëþáîé ôóíêöèè F, Lejf = ∂f

∂xj
.

Îáîçíà÷èì, êàê è íà ïðîøëîé ëåêöèè, ÷åðåç Γj è Γ′
j ãðàíè êóáà K, ïåðïåíäèêóëÿðíûå

âåêòîðó ej è ïðîõîäÿùèå ÷åðåç íà÷àëî è êîíåö îðòà ej ñîîòâåòñòâåííî. Îðèåíòèðóåì èõ
ïîëèâåêòîðîì

e(j) = e1 ∧ · · · ∧ êj ∧ · · · ∧ ek+1.

Òîãäà

∂K =
∑
j

(−1)j−1(Γ′
j − Γj).

Ïîëîæèì:
dx(j) = dxk+1\{j} = dx1 ∧ · · · ∧ d̂xj ∧ . . . dxk+1.

Ñòðîãî ãîâîðÿ, ïîñëåäíåå âûðàæåíèå íóæäàåòñÿ â êîììåíòàðèè, åñëè j = 1 èëè j = k+1.
Âûðàæåíèå dxk+1\{j} â êîììåíòàðèÿõ íå íóæäàåòñÿ. Ôîðìà ωk èìååò âèä

ωk =
k+1∑
j=1

aj(x)dx(j) :=
k+1∑
j=1

ωj.

Îòìåòèì, ÷òî íà âñåõ ãðàíÿõ, êðîìå Γj,Γ
′
j ôîðìà ωj îáðàùàåòñÿ â 0. Ïîýòîìó∫

∂K

ωk =
k+1∑
j=1

(−1)j−1

(∫
Γ′
j

ω −
∫
Γj

ω

)
=

∫
Γj

ω(x+ ej)− ω(x).

Ïî ôîðìóëå Íüþòîíà-Ëåéáíèöà

ω(x+ ej)− ω(x) =

∫ 1

0

Lejω(x+ tej)dt

Ïîýòîìó∫
∂K

ωk =
k+1∑
j=1

(−1)j−1

∫
K

Lejω(x+ tej; e(j)) =

∫
K

dω(x; e1, . . . , ek+1)dx1 . . . dxk+1 =

∫
K

dω.

Ýòî çàêàí÷èâàåò äîêàçàòåëüñòâî ôîðìóëû Ñòîêñà äëÿ ñòàíäàðòíîãî êóáà.
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2 Ôîðìóëà Ñòîêñà äëÿ ñèíãóëÿðíîãî êóáà.

Ïóñòü K ⊂ Rn � ñèíãóëÿðíûé (k + 1)-êóá â Rn, è ïóñòü h : K → K � äèôôåîìîðôèçì,
ïåðåâîäÿùèé ñòàíäàðòíûé êóá â ñèíãóëÿðíûé. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî h ïðîäîëæàåòñÿ êàê
äèôôåîìîðôèçì â îêðåñòíîñòü êóáà K.

Ãðàíèöà êóáà K ñîñòîèò èç ãðàíåé êîòîðûå, â ñâîþ î÷åðåäü, ÿâëÿþòñÿ ñèíãóëÿðíûìè
êóáàìè. Ïîýòîìó ∫

∂K

h∗ω =

∫
∂K

ω.

Êðîìå òîãî, ïî îïðåäåëåíèþ, ∫
K

h∗(dω) =

∫
K
dω.

Ïî ôîðìóëå Ñòîêñà äëÿ ñòàíäàðòíîãî êóáà,∫
∂K

h∗ω =

∫
K

dh∗ω.

×òîáû äîêàçàòü ôîðìóëó Ñòîêñà äëÿ ñèíãóëÿðíîãî êóáà:∫
∂K

ω =

∫
K
dω

îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî

(1) dh∗ω = h∗(dω).

Äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü ñîâïàäåíèå çíà÷åíèé ïðàâîé è ëåâîé ÷àñòåé íà íàáîðå e1, . . . , ek+1.
Ïî îïðåäåëåíèþ:

h∗(dω)(x; e1, . . . , ek+1) = dω(h(x);h∗(x)e1, . . . , h∗(x)ek+1).

Ïóñòü y = h(x), ξj(y) = (h∗(x)ej)(h
−1(y)). Ïîëÿ ξj ÿâëÿþòñÿ ïîñòîÿííûìè íà K â êàðòå

h−1 è ëåãêî ïðîäîëæàþòñÿ äî ïîñòîÿííûõ ïîëåé â ïîëíîé n-ìåðíîé îêðåñòíîñòè ëþáîé
òî÷êè èç K. Ïîýòîìó ïðè y ∈ K

dω(y; ξ1, . . . , ξk+1) =
∑
j

(−1)j−1Lξjω(y; ξ(j)(y)).

Ïîëîæèì
f(y) = ω(y; ξ(j)y), g(x) = (h∗ω)(x; e(j)).

Òîãäà
g(x) = f(h(x)).

Îêîí÷àòåëüíî,
Lh∗ejg(x) = df ◦ h(x)Lejh = df ◦ h(x)ξj = (Lξjf) ◦ h

Ñëåäîâàòåëüíî,
Lξjω(y; ξ(j)y) = Lej(h

∗ω)(x; e(j)).

Ýòî äîêàçûâàåò (1).
Òåì ñàìûì, ôîðìóëà Ñòîêñà äëÿ ñèíãóëÿðíîãî êóáà äîêàçàíà. Åå äîêàçàòåëüñòâî äëÿ

ïðîèçâîëüíîãî êîìïàêòíîãî ìíîãîîáðàçèÿ ñ êðàåì ñîäåðæèòñÿ â ñëåäóþùåé ëåêöèè.
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3 Ëåììà Ïóàíêàðå.

Òåîðåìà 1 Çàìêíóòàÿ ôîðìà â âûïóêëîé îáëàñòè òî÷íà.

Äîêàçàòåëüñòâî Ïóñòü ω � k+1-ôîðìà â âûïóêëîé îáëàñòè U, dω = 0. Ìû õîòèì íàéòè
k-ôîðìó α òàê, ÷òî

(2) dα = ω.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ôîðìû α ïðèìåíèì êîíè÷åñêóþ êîíñòðóêöèþ. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó-
÷àé k = 1. Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ êàæäîãî (x, ξ), ξ ∈ TxU , íóæíî çàäàòü çíà÷åíèå α(x; ξ).
Ôèêñèðóåì òî÷êó 0 ∈ U è ïîëîæèì:

(3) α(x; ξ) =

∫ 1

0

ω(tx;x, tξ)dt

Çäåñü ìû îòîæäåñòâëÿåì êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî TxU ñ ïðîñòðàíñòâîì Rn è ðàññìàò-
ðèâàåì ðàäèóñ-âåêòîð x, ïðèëîæåííûé â òî÷êå x, ñì. ðèñ. 1.

Ðèñ. 1: Êîíè÷åñêàÿ êîíñòðóêöèÿ ïðè k = 1

Äëÿ ëþáîãî îðèåíòèðîâàííîãî ìíîãîîáðàçèÿ (èëè ëþáîé öåïè) ñ êðàåì M , ðàñïîëî-
æåííîãî â ïëîñêîñòè Π, íå ïðîõîäÿùåé ÷åðåç 0, îáîçíà÷èì ÷åðåç KM êîíóñ íàä M , îðè-
åíòèðîâàííûé áàçèñîì (−x, e), ãäå e � áàçèñ, îðèåíòèðóþùèé TxM , ñì. ðèñ. 2.

Ëåììà 1 Äëÿ ëþáîãî îðèåíòèðîâàííîãî îòðåçêà σ = [x, y],

(4)

∫
σ

α =

∫
Kσ

ω

Ìû äîêàæåì ýòó ëåììó íèæå, à ñåé÷àñ çàêîí÷èì äîêàçàòåëüñòâî ëåììû Ïóàíêàðå äëÿ
2-ôîðì.

Ëåììà 2 (Îñíîâíàÿ ëåììà) Ïóñòü ôîðìà ω çàìêíóòà, è α � 1-ôîðìà, çàäàííàÿ ôîð-

ìóëîé (3). Òîãäà âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå (2).



Àíàëèç 2012 Ëåêöèÿ 16

Ðèñ. 2: Êîíóñ íàä îðèåíòèðîâàííûì îòðåçêîì

Äîêàçàòåëüñòâî Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé ïàðàëëåëîãðàìì Π â äâóìåðíîé ïëîñêîñòè
P , íå ïðîõîäÿùåé ÷åðåç 0, è ïóñòü KΠ è K∂Π � êîíóñû íàä Π è ∂Π; K∂Π � áîêîâàÿ
ïîâåðõíîñòü êîíóñà KΠ, Π � åãî îñíîâàíèå, ñì. ðèñ. 3.

Ïî ëåììå 1, ïðèìåíåííîé ïîî÷åðåäíî êî âñåì ðåáðàì ëîìàíîé ∂Π, ïîëó÷àåì:∫
K∂Π

ω =

∫
Π

α.

Òåïåðü âñòóïàåò â ñèëó çàìêíóòîñòü ω, èç êîòîðîé ñëåäóåò êëþ÷åâîå ñîîòíîøåíèå

(5)

∫
Π

ω =

∫
∂Π

α.

Äåéñòâèòåëüíî, ïî ôîðìóëå Ñòîêñà, ïðèìåíåííîé ê çàìêíóòîé ôîðìå ω,∫
K∂Π

ω −
∫
Π

ω =

∫
∂KΠ

ω =

∫
KΠ

dω = 0.

Îòñþäà ñëåäóåò (5). Ïî ôîðìóëå Ñòîêñà, èíòåãðàë îò ôîðìû ω ïî ïàðàëëåëîãðàììó Π
ñîâïàäàåò ñ èíòåãðàëîì îò dα ïî òîìó æå ïàðàëëåëîãðàììó. Íî ïîñêîëüêó ïàðàëëåëîãðàìì
Π ïðîèçâîëüíûé, îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ω = dα. �

Îñòàëîñü äîêàçàòü ëåììó 1.
Äîêàçàòåëüñòâî Ðàññìîòðèì êâàäðàò K2 = [0, 1]2 = {(t, τ)|t ∈ [0, 1], τ ∈ [0, 1]}, îòîáðà-
æåíèå γ : [0, 1] → σ, γ(0) = x, γ(1) = y è îòîáðàæåíèå

h : K2 → Kσ, (t, τ) 7→ (tγ(τ), γ(τ)).

Òîãäà

(6)

∫
σ

α =

∫ 1

0

α(γ(τ); γ̇(τ))dτ ;

(7)

∫
Kσ

ω =

∫
K2

h∗ω =

∫
K2

ω(h(t, τ);h(t, τ), tγ̇(τ))dτ ∧ dt =
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Ðèñ. 3: Êîíóñ íàä ïàðàëëåëîãðàììîì

=

∫ 1

0

dτ

∫ 1

0

ω(h(t, τ);h(t, τ), tγ̇(τ))dt =

∫ 1

0

α(h(1, τ); γ̇(τ))dτ.

Íî h(1, τ) = γ(τ). Ñëåäîâàòåëüíî, èíòåãðàëû (6) è (7) ðàâíû. �
Ëåììà Ïóàíêàðå â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîãî k äîêàçûâàåòñÿ ïî÷òè äîñëîâíî òàê æå. Äî-

êàçàòåëüñòâî èëëþñòðèðóåòñÿ òåìè æå ðèñóíêàìè.

4 Ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîãî k.

Ïóñòü òåïåðü ω � çàìêíóòàÿ k + 1-ôîðìà. Íà÷íåì ñ êîíè÷åñêîé êîíñòðóêöèè. Ôèêñèðóåì
òî÷êó 0 ∈ U . Äëÿ ëþáîãî íàáîðà èç k âåêòîðîâ ξ1, . . . , ξk ∈ TxU ïîëîæèì:

a(x, ξ1, . . . , ξk) =

∫ 1

0

ω(tx;x, tξ1, . . . , tξk)dt

Ëåììà 3 Äëÿ ëþáîãî k-ìåðíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà Πk,∫
Πk

α =

∫
KΠk

ω.

Çäåñü KΠ � êîíóñ íàä Π, îïðåäåëííûé âûøå. Ëåììà 3 äîêàçàíà íèæå; ñåé÷àñ âûâåäåì èç
íåå ëåììó Ïóàíêàðå. Ïóñòü Πk+1 � ïðîèçâîëüíûé ïàðàëëåëåïèïåä, ïîðîæäåííûé âåêòîðà-
ìè ξ1, . . . , ξk+1, ïðèëîæåííûìè â òî÷êå x. Èç ëåììû 3 ñëåäóåò:∫

K∂Πk+1

ω =

∫
∂Πk+1

α.
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Êàê è â äâóìåðíîì ñëó÷àå,

∂KΠk+1 = K∂Πk+1 − Πk+1.

Ïî ôîðìóëå Ñòîêñà, ïðèìåíåííîé ê ω,∫
K∂Πk+1

ω =

∫
Πk+1

ω.

Ñëåäîâàòåëüíî, ∫
Πk+1

ω =

∫
∂Πk+1

α.

Îòñþäà, êàê è âûøå, ñëåäóåò, ÷òî ω = dα.
Íàì îñòàëîñü äîêàçàòü ëåììó 3. Ïóñòü Πk � k-ìåðíûé ïàðàëëåëåïèïåä, ïîðîæäåííûé

âåêòîðàìè ξ1, . . . , ξk+1, ïðèëîæåííûìè â òî÷êå x. Ïîëîæèì Kk = [0, 1]k. Ïóñòü

γ : Kk → Π, (τ1, . . . , τk) 7→ x+
∑
j

τjξj.

Òîãäà ∫
Πk

α =

∫
Kk

α(γ(τ); ξ1, . . . , ξk)dτ1 . . . dτk.

Îïðåäåëèì
h : Kk+1 → KΠk, (t, τ1, . . . , τk) 7→ (tγ(τ); tξ1, . . . , tξk).

Òîãäà: ∫
KΠK

ω =

∫
Kk+1

h∗ω =

∫
Kk+1

ω(tγ(τ); tξ1, . . . , tξk)dtdτ1 . . . dτk =

=

∫
Kk

(∫ 1

0

ω(tγ(τ); tξ1, . . . , tξk)dt

)
dτ1 . . . dτk =

∫
Kk

α(γ(τ); ξ1, . . . , ξk)dτ1 . . . dτk =

∫
Πk

α.

Ýòî äîêàçûâàåò ëåììó 3, à âìåñòå ñ íåé è âñþ ëåììó Ïóàíêàðå.
�


