
Àíàëèç 2012 Ëåêöèÿ 15

Èíâàðèàíòíîñòü îïðåäåëåíèÿ äèôôåðåíöèàëà

1 Îïðåäåëåíèå äèôôåðåíöèàëà (íàïîìèíàíèå)
Ðàññìîòðèì ôîðìó ω ñòåïåíè k, è íàáîð èç k+1 âåêòîðîâ {ξ1, . . . , ξk+1} ⊂ Tx0M

n. Ïðîäîë-
æèì ýòè âåêòîðû ïîñòîÿííûìè âåêòîðíûìè ïîëÿìè â êàêîé-íèáóäü ñèñòåìå êîîðäèíàò;
âåêòîðû ýòèõ ïîëåé, ïðèíàäëåæàùèå TxU

n, îáîçíà÷èì ξj(x). Çíà÷åíèå äèôôåðåíöèàëà dω
íà íàáîðå ξ1, . . . , ξk+1 îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé:

(1) dω(x0; ξ1, . . . , ξk+1) =
k+1∑
j=1

(−1)jLξj(0)ω(x; ξ1(x), . . . , ξ̂j(x) . . . ξk+1(x))|x=0.

Íóæíî äîêàçàòü êîððåêòíîñòü îïðåäåëåíèÿ (1), òî åñòü íåçàâèñèìîñòü ðåçóëüòàòà îò
âûáîðà ñèñòåìû êîîðäèíàò, â êîòîðîé âåêòîðû ξ1, . . . , ξk+1 ïðîäîëæàþòñÿ ïîñòîÿííûìè
ïîëÿìè.

2 Êîððåêòíîñòü îïðåäåëåíèÿ äèôôåðåíöèàëà.
Òåîðåìà 1 Ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà (1) íå çàâèñèò îò ñèñòåìû êîîðäèíàò, â êîòîðîé
âåêòîðû ξj ïðîäîëæåíû êàê ïîñòîÿííûå âåêòîðíûå ïîëÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî Ðàññìîòðèì äâå êàðòû x è y â îêðåñòíîñòè òî÷êè x = 0. Ïóñòü âûáðàíû
ξ1(x), ..., ξk+1(x) ∈ TxU � ïîëÿ, ïîñòîÿííûå â êàðòå x è ïðîäîëæàþùèå íàáîð ξ1, ..., ξk+1 ∈
T0U . Ïóñòü η1(x), ..., ηk+1(x) � ïîëÿ, ïðîäîëæàþùèå òîò æå íàáîð è ïîñòîÿííûå â êàðòå y.
Ñäåëàâ ëèíåéíóþ çàìåíó â êàðòå x, ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïîëÿ ξj(x) ñîâïàäàþò ñ ïîñòîÿí-
íûìè ïîëÿìè îðòîâ e1, ..., ek+1. Òîãäà â êàðòå x ïîëÿ ηj(x) èìåþò âèä:

(2) ηj(x) = ej + Ajx + o(x).

Âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ: êàêîå îãðàíè÷åíèå íà îïåðàòîðû Aj íàëàãàåò òîò ôàêò,
÷òî â íåêîòîðîé êàðòå ïîëÿ ηj(x) ïîñòîÿííû?

Îòâåò äàåò ñëåäóþùåå

Ïðåäëîæåíèå 1 Åñëè ïîëÿ ηj â íåêîòîðîé êàðòå ïîñòîÿííû, òî äëÿ ëþáîé ïàðû èí-
äåêñîâ i, j ∈ {1, . . . , k + 1} âûïîëíÿåòñÿ

(3) Ajei = Aiej.

Äîêàçàòåëüñòâî Ëèíåéíî íåçàâèñèìûå âåêòîðíûå ïîëÿ, ïîñòîÿííûå â íåêîòîðîé ñèñòå-
ìå êîîðäèíàò, ñ ïîìîùüþ ëèíåéíîé çàìåíû ïðåâðàùàþòñÿ â ïîëÿ êîîðäèíàòíûõ îðòîâ.
×àñòíûå ïðîèçâîäíûå ëþáîé ôóíêöèè â ýòîé ñèñòåìå êîîðäèíàò � ýòî ïðîèçâîäíûå Ëè
âäîëü ñîîòâåòñòâóþùèõ âåêòîðíûõ ïîëåé:

∂f

∂yj

= Lej
f.

Òåîðåìà î ðàâåíñòâå ñìåøàííûõ ïðîèçâîäíûõ ïðåâðàùàåòñÿ â ñîîòíîøåíèå:

Lei
◦ Lej

f ≡ Lej
◦ Lei

f.

Íî ýòî ðàâåíñòâî èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî âûáîðà êîîðäèíàò. Â êàðòå x îíî èìååò âèä:

(4) Lηi
◦ Lηj

f ≡ Lηj
◦ Lηi

f.



Àíàëèç 2012 Ëåêöèÿ 15

Âûðàæàÿ ïîëÿ ηj ïî ôîðìóëå (2), ïîëó÷àåì (3) ¤
Âåðíåìñÿ ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 1. Íàì íóæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ïðè çàìåíå ïîëåé

ξj(x) ïîëÿìè ηj(x) âèäà (2), ïðàâàÿ ÷àñòü (1) íå ìåíÿåòñÿ.
Ðàññìîòðèì ìíîãîîáðàçèÿ M è N , êîòîðûå ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïëîñêîñòè, íàòÿíóòûå

íà ïîñòîÿííûå ïîëÿ ξ è η â êîîðäèíàòàõ x è y ñîîòâåòñòâåííî. Ýòî � äâà (k + 1)-ìåðíûõ
ìíîãîîáðàçèÿ, êàñàþùèõñÿ â òî÷êå 0. Â êàðòå x ìíîãîîáðàçèå M � ïëîñêîñòü, à ïîëÿ ξj

ñîâïàäàþò ñ ïîëÿìè îðòîâ: ξj ≡ ej.
Ïîëîæèì: ω∗ = π∗(ω|N). Íàì íóæíî äîêàçàòü ðàâåíñòâî:

k+1∑
j=1

(−1)jLξj
ω(x; ξ1(x), . . . , ξ̂j(x), . . . , ξk+1(x))

(5) =
k+1∑
j=1

(−1)jLηj
ω(x; η1(x), . . . , η̂j(x), . . . , ηk+1(x)).

Ââèäó èíâàðèàíòíîñòè îáåèõ ÷àñòåé îòíîñèòåëüíî äèôôåîìîðôèçìà, ïðàâàÿ ÷àñòü (5)
ðàâíà

(6)
k+1∑
j=1

(−1)jLπ∗ηj
ω∗(x; π∗η1(x), . . . , π∗ηj(x), . . . , π∗ηk+1(x)).

Ïîñêîëüêó ìíîãîîáðàçèÿ M è N êàñàþòñÿ, ôîðìû ω è ω∗ îòëè÷àþòñÿ íà O(x2); ïîýòîìó
ïðè äèôôåðåíöèðîâàíèè â íóëå ôîðìó ω∗ ìîæíî çàìåíèòü íà ω.

Ïîëÿ π∗ηj èìåþò âèä:
π∗ηj(x) = ej + Ajx + O(x2).

Çàìåòèì, ÷òî ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå äàåò íóëåâîé âêëàä â ïðàâóþ ÷àñòü (6), è îïåðàòîðû
Aj óäîâëåüâîðÿþò óñëîâèþ (3). Ïîýòîìó äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (5) äîñòàòî÷íî äîêàçàòü:

k+1∑
j=1

(−1)jLej
ω(x; e1 ∧ · · · ∧ êj ∧ · · · ∧ ek+1)|x=0 =

(7)
k+1∑
j=1

Lej
ω(x; (e1 + A1x) ∧ . . . ̂(ej + Ajx) ∧ . . . (ek+1 + Ak+1x))|x=0

ïðè óñëîâèè (3).
Îòìåòèì, ÷òî ω(x, ξ) = ω(0; ξ) + O(x). Ïîýòîìó

k+1∑
j=1

Lej
ω(x; e1 + A1x ∧ . . . ̂ej + Ajx ∧ . . . ek+1 + Ak+1x)|x=0 = Σ1 + Σ2,

ãäå

(8) Σ1 =
k+1∑
j=1

(−1)jLej
ω(x; e1 ∧ · · · ∧ êj ∧ · · · ∧ ek+1)|x=0,

(9) Σ2 =
k+1∑
j=1

(−1)jLej
ω(0; e1 + A1x ∧ . . . ̂ej + Ajx ∧ . . . ek+1 + Ak+1x)|x=0.
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Çàìåòèì, ÷òî Σ1 � ýòî ëåâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà (5). Íàøà öåëü äîêàçàòü, ÷òî Σ2 = 0.
Â ñèëó ëèíåéíîñòè ôîðìû ω ïðàâóþ ÷àñòü (9) ìîæíî ðàçëîæèòü â ñóììó ïðîèçâîäíûõ
îò çíà÷åíèé ôîðìû ω(0; ξ) íà ïîëèâåêòîðàõ ñ êîìïîíåíòàìè ej è Aix. Ïîëèâåêòîðû, â
êîòîðûå âõîäÿò äâå è áîëåå êîìïîíåíòû âèäà Ajx èìåþò ïîðÿäîê ìàëîñòè âûøå ëèíåéíîãî,
è ïðîèçâîäíàÿ â íóëå çíà÷åíèÿ ôîðìû íà íèõ ðàâíà íóëþ. Ïîýòîìó

(10) Σ2 = ω

(
0;

k+1∑
i,j=1

Pij

)
,

ãäå Pij � ñïåöèàëüíûé ïîëèâåêòîð:

Pij = (−1)je1 ∧ · · · ∧ ei−1 ∧ Aiej ∧ ei+1 ∧ · · · ∧ êj ∧ · · · ∧ ek+1

ïðè i < j, è
Pij = (−1)je1 ∧ · · · ∧ êj ∧ · · · ∧ ei−1 ∧ Aiej ∧ ei+1 ∧ · · · ∧ ek+1

ïðè i > j.

Ïðåäëîæåíèå 2 Ñïåöèàëüíûå ïîëèâåêòîðû Pij óäîâëåòâîðÿþò ðàâåíñòâó:

Pij = −Pji.

Äîêàçàòåëüñòâî Ïðåäëîæåíèå 2 ñëåäóåò èç (3) è îïðåäåëåíèÿ ïîëèâåêòîðà. ¤

Ïðåäëîæåíèå 2, âìåñòå ñ (10), âëå÷åò:
k+1∑
i,j=1

Pij = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, Σ2 = 0, ÷òî è äîêà-
çûâààåò òåîðåìó 1. ¤


