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Äèôôåðåíöèàëüíûå ôîðìû,
èõ èíòåãðàëû è äèôôåðåíöèàëû.

1 Îïðåäåëåíèå.
Îïðåäåëåíèå 1 Äèôôåðåíöèàëüíàÿ k-ôîðìà íà îáëàñòè U ⊂ Rn � ýòî C2-îòîáðàæåíèå

ω : U → ΛkT ∗U

x 7→ ω(x) ∈ ΛkT ∗
xU.

(x, ξ) 7→ ω(x; ξ), ξ ∈ Λk(TxU).

Ïóñòü îáîçíà÷åíèÿ òå æå, ÷òî è íà ïðîøëîé ëåêöèè. Òîãäà
ω(x; ·) =

∑

K∈Ck
n

aK(x)dxK.

dxK = dxj1 ∧ · · · ∧ dxjk
, jl ∈ K, jl ↗

Ôîðìû, äâîéñòâåííûå ê ej = ∂
∂xj

ýòî dxj : (dxj(el) = δjl).

2 Îáðàòíûé îáðàç äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìû.

Åñëè äàíî îòîáðàæåíèå îáëàñòåé (èëè ìíîãîîáðàçèé) f : U → V , òî ëþáîé ôóíêöèè, çà-
äàííîé íà îáðàçå, ñîîòâåòñòâóåò ôóíêöèÿ, çàäàííàÿ íà ïðîîáðàçå è íàçûâàåìàÿ îáðàòíûì
îáðàçîì ïðè îòîáðàæåíèè f ; îáîçíà÷åíèå f ∗. Íàïðèìåð,

F : V → R, f ∗F = F ◦ f : U → R.

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ îáðàòíûé îáðàç ôóíêöèé íà êàñàòåëüíîì ðàññëîåíèè èëè åãî
âíåøíåé ñòåïåíè. Äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìû îáðàòíûé îáðàç îïðåäåëÿåòñÿ òàê:

f ∗ωk(x; ξ1, . . . , ξk) = ωk(f(x); f∗ξ1, . . . , f∗ξk).

Ïðèìåð 1 Ïóñòü U è V � äâå îáëàñòè ñ êîîðäèíàòàìè x, y è ôîðìàìè îáúåìà ω = dyn

è α = dxn. Ïóñòü f : U → V � äèôôåîìîðôèçì. Òîãäà

f ∗ω = det

(
∂f

∂x

)
α.

Çàäà÷à 1 Äîêàæèòå!
Ïðèìåð 2 Ïóñòü V ⊂ Rn, y ∈ V, ωk(y) =

∑
K∈Ck

n

aK(y)dyK. Òîãäà

(f ∗ω)k(x) =
∑

aK(f(x))dfK,

ãäå dfK = dfj1 ∧ · · · ∧ dfjk
, {j1, . . . , jk} = K, jl ↗.

Çàäà÷à 2 Äîêàæèòå!
Òåîðåìà 1 Ïóñòü f : U → V, g : V → W ⊂ Rn � äèôôåîìîðôèçìû. Òîãäà äëÿ ëþáîãî k,
îòîáðàæåíèÿ k-ôîðì óäîâëåòâîðÿþò ðàâåíñòâó:

g∗ ◦ f ∗ = (g ◦ f)∗.

Äîêàçàòåëüñòâî Ñëåäóåò èç ôîðìóëû äëÿ ïðÿìîãî îòîáðàæåíèÿ âåêòîðîâ:
g∗(f∗ξ) = (g ◦ f)∗ξ.

Äîêàæèòå åå! ¤
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3 Ýâðèñòè÷åñêîå îïðåäåëåíèå èíòåãðàëà.
Êîãäà â îáëàñòè U îïðåäåëåíà k-ôîðìà è çàäàíî îðèåíòèðîâàííîå k-ìíîãîîáðàçèå ñ êðàåì
èëè áåç � ñðàçó âîçíèêàåò èíòåãðàë.

a. Ñëó÷àé k = 1. Ïóñòü γ � êðèâàÿ, P = {x1, . . . , xN} � åå ðàçáèåíèå, ñì. ðèñ 1.

Ðèñ. 1: Èíòåãðàëüíàÿ ñóììà äëÿ 1-ôîðìû íà êðèâîé

Âîçíèêàåò èíòåãðàëüíàÿ ñóììà

ΣP =
N∑
1

ω(xj; ξj), ξj = xj+1 − xj, xN+1 := x1.

Ïðåäåë ïîäèíòåãðàëüíûõ ñóìì - èíòåãðàë.

b. Ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîãî k : ω = ωk.
Ïîâåðõíîñòü � ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå êðèâûõ åñòåñòâåííî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ãëàä-

êèé îáðàç êóáà (ñèíãóëÿðíûé êóá). Ðàçáèåíèå P ïîâåðõíîñòè ïîëó÷àåòñÿ êàê îáðàç åñòå-
ñòâåííîãî ðàçáèåíèå êóáà. Ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà ïðîèëëþñòðèðîâàíà íà ðèñ. 2.

Ðèñ. 2: Èíòåãðàëüíàÿ ñóììà äëÿ 2-ôîðìû íà ïîâåðõíîñòè

ΣP =
N∑
1

ωxj
(ξj,1 ∧ · · · ∧ ξj,k)
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Ïðåäåë èíòåãðàëüíûõ ñóìì � èíòåãðàë.
Äîâîäèòü ýòó êàðòèíó äî òî÷íîãî îïðåäåëåíèÿ äîëãî. Ïîýòîìó èíòåãðàë ïî ñèíãóëÿð-

íîìó êóáó îïðåäåëÿþò ñ èñïîëüçîâàíèåì êîîðäèíàò, à ïîòîì äîêàçûâàþò íåçàâèñèìîñòü
îò êîîðäèíàò.

4 Èíòåãðàë ïî ñèíãóëÿðíîìó êóáó.

Äàíà ôîðìà ωk â U è äèôôåîìîðôèçì

h : K → h(K) = K ⊂ U.

(K = [0, 1]k − k-ìåðíûé êóá). Ðàññìîòðèì h∗ωk ∈ Ωk(K).

Îïðåäåëåíèå 2 Ïóñòü ωk � k-ôîðìà íà K ñ çàäàííûìè íà K êîîðäèíàòàìè x1, . . . , xk.
Òîãäà

ωk = a(x)dx1 ∧ · · · ∧ dxk

Ïî îïðåäåëåíèþ ∫

K

ωk =

∫
a(x)dx1 . . . dxk =

∫
a(x)dx

∫
a(x)dx1 . . . dxk � èíòåãðàë Ðèìàíà.

Îïðåäåëåíèå 3
∫
K ωk =

∫
K

h∗ωk.

Â äàëüíåéøåì èíòåãðàë ïî ïîâåðõíîñòè áóäåò îïðåäåëåí ñ ïîìîùüþ ðàçáèåíèÿ ïîâåðõ-
íîñòè íà ñèíãóëÿðíûå êóáû.

5 Êîððåêòíîñòü.

Íóæíî ïðîâåðèòü, ÷òî
∫

h(K)
ωk çàâèñèò òîëüêî îò h(K) (ïîâåðõíîñòè èíòåãðèðîâàíèÿ), à

íå îò îòîáðàæåíèÿ h, êîòîðîå èãðàåò ðîëü ïàðàìåòðèçàöèè ïîâåðõíîñòè h(K). Äâà îòîá-
ðàæåíèÿ h1 è h2 ñ îäèíàêîâûì îáðàçîì: h1(K) = h2(K) îòëè÷àþòñÿ äèôôåîìîðôèçìîì
êóáà

h = h−1
2 ◦ h1.

Â ñèëó òåîðåìû 1 äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 2 (êîððåêòíîñòü) . Äëÿ ëþáîé ôîðìû ωk íà k-ìåðíîì êóáå K è ëþáîãî ñîõðà-
íÿþùåãî îðèåíòàöèþ äèôôåîìîðôèçìà h : K → K ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

∫

K

ω =

∫

K

h∗ω.

Äîêàçàòåëüñòâî Ôîðìóëà çàìåíû ïåðåìåííîé äëÿ h : x 7→ y = h(x) èìååò âèä:
∫

K

ω =

∫
a(y)dy =

∫
a(h(x))dh(x) =

∫
a(h(x))det

(
∂h

∂x

)
dx.

Äàëåå, ω = a(y)dyK

h∗ω = a(h(x))det
(

∂h

∂x

)
dxK.
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Èòàê,
∫

K
ω =

∫
K

h∗ω. ¤

Âòîðîå ôóíäàìåíòàëüíîå ïîíÿòèå òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì, íàðÿäó ñ èíòåãðà-
ëîì, ýòî ïîíÿòèå äèôôåðåíöèàëà ôîðìû. Â ó÷åáíîé ëèòåðàòóðå åñòü íåñêîëüêî îïðåäåëå-
íèé äèôôåðåíöèàëà âíåøíå íåïîõîæèõ äðóã íà äðóãà. Âñå îíè òðåáóþò íåòðèâèàëüíîãî
äîêàçàòåëüñòâà êîððåêòíîñòè.

6 Îïðåäåëåíèå äèôôåðåíöèàëà (ïî Àðíîëüäó).

Îïðåäåëåíèå 4 Ïóñòü ωk � k-ôîðìà â U = Un. Äèôôåðåíöèàë dω � ýòî (k + 1)-ôîðìà,
òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî (k + 1)-ìåðíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà Πk+1

ε = Πε ⊂ TxU , ïîðîæäåííîãî
âåêòîðàìè εξ1, . . . , εξk+1

(1) dω(x; ξ1, . . . , ξk+1) = lim
ε→0

∫
∂Πε

ω

εk+1vol(ξ1, . . . , ξk+1)
.

Ýòî îïðåäåëåíèå õîðîøî ïðèñïîñîáëåíî ê äîêàçàòåëüñòâó ôîðìóëû Ñòîêñà:
∫

∂Ω

ω =

∫

Ω

dω.

×òîáû îáîñíîâàòü êîððåêòíîñòü îïðåäåëåíèÿ, íóæíî äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëà
â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (1) è íåçàâèñèìîñòü ëåâîé ÷àñòè îò ñèñòåìû êîîðäèíàò, â êîòîðîé
îïðåäåëåí ïàðàëëåëåïèïåä.

Îïðåäåëåíèå 5 [êîîðäèíàòíîå]

d(adxj1 ∧ · · · ∧ dxjk
) = da ∧ dxj1 · · · ∧ · · · ∧ dxjk

.

Íà îñòàëüíûå ôîðìû îïðåäåëåíèå ïðîäîëæàåòñÿ ïî ëèíåéíîñòè. Íóæíî ñíîâà äîêàçûâàòü
íåçàâèñèìîñòü îò ñèñòåìû êîîðäèíàò. Îïðåäåëåíèå Àðíîëüäà âûãëÿäèò ãîðàçäî áîëåå ìî-
òèâèðîâàííûì, ÷åì êîîðäèíàòíîå.

7 Ïðèìåðû: ÿâíûå ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ äèôôåðåíöèàëà.

Ðàññóæäåíèÿ ýòîãî ïóíêòà � ýâðèñòè÷åñêèå. Ïðèáëèæåííûå ðàâåíñòâà îçíà÷àþò ñîâïàäå-
íèå ñ òî÷íîñòüþ o(εk+1). Ìû íå îáîñíîâûâàåì îöåíêó ïîãðåøíîñòè. Íàøà öåëü � ñôîðìó-
ëèðîâàòü îïðåäåëåíèå äèôôåðåíöèàëà, ïîäñêàçàííîå îïðåäåëåíèåì Àðíîëüäà òàê, ÷òîáû
íîâîå îïðåäåëåíèå ñîäåðæàëî âûðàæåíèÿ, ñóùåñòâîâàíèå êîòîðûõ íå íóæäàþòñÿ â äîêà-
çàòåëüñòâå.

a. 1-ôîðìû íà ïëîñêîñòè.
Ðàññìîòðèì 1-ôîðìó íà ïëîñêîñòè è âû÷èñëèì çíà÷åíèå åå äèôôåðåíöèàëà íà ïàðå

âåêòîðîâ. Êîîðäèíàòû ìîæíî âçÿòü òàê, ÷òî äàííûå âåêòîðû áóäóò îðòàìè; ïóñòü â ýòèõ
êîîðäèíàòàõ ôîðìà èìååò âèä:

ω = f(x, y)dx + g(x, y)dy

Ðàññìîòðèì êâàäðàò

Kε = εK, K = {xe1 + ye2| x ∈ [0, 1], y ∈ [0, 1]}
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Ïðàâèëüíî îðèåíòèðîâàííàÿ ãðàíèöà êâàäðàòà K èìååò âèä:

∂K = Γ2 + Γ′1 − Γ′2 − Γ1.

Çäåñü Γj � ýòî ñòîðîíà, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç 0, ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ âåêòîðó ej è îðèåíòèðî-
âàííàÿ âåêòîðîì ei, i 6= j, Γ′j � ïàðàëëåëüíàÿ åé ñòîðîíà, ñì.ðèñ. 3. Îòñþäà

∂Kε = ε(Γ2 + Γ′1 − Γ′2 − Γ1),

ãäå óìíîæåíèå íà ε- ãîìîòåòèÿ ñ öåíòðîì 0. Èìååì:
∫

∂Kε

ω =

∫

εΓ2

ω +

∫

εΓ′1

ω−
∫

εΓ′2

ω−
∫

εΓ1

ω =

∫

εΓ2

ω(x, 0)− ω(x, εe2) +

∫

εΓ′1

ω(εe1, y)− ω(0, y) =

= ε

∫ 1

0

ω(εt, 0; e1)− ω(εt, εe2; e1) + ε

∫ 1

0

ω(εe1, εt; e2)− ω(0, εt; e2).

Íî ïðè t ∈ [0, 1],

ω(εt, εe2; e1)− ω(εt, 0; e1) = εLe2ω(x; e1)|x=(εt,0) + o(ε),

ω(εe1, εt; e2)− ω(0, εt; e2) = εLe1ω(x; e2)|x=(0,εt) + o(ε).

Ïîýòîìó ∫

∂Kε

ω ≈ ε2[Le2ω(x, y; e1)− Le1ω(x, y; e2)]

Ñëåäîâàòåëüíî,

(2) dω(0; e1, e2) =
(
Le2ω(x; e1)− Le1ω(x; e2)

)|x=0.

Ðèñ. 3: Êâàäðàò Kε è åãî ãðàíèöà

b. 1-ôîðìû â ïðîñòðàíñòâå.

×òîáû âû÷èñëèòü çíà÷åíèå äèôôåðåíöèàëà 1-ôîðìû íà ïàðå âåêòîðâ, ïðîâåäåì ÷åðåç
ýòó ïàðó âåêòîðîâ ïëîñêîñòü, îãðàíè÷èì ôîðìó íà ýòó ïëîñêîñòü, à âåêòîðû áóäåì ñ÷èòàòü
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áàçèñíûìè. Òîãäà çíà÷åíèå äèôôåðåíöèàëà íà ñîîòâåòñòâóþùåì áèâåêòîðå ñíîâà áóäåò
çàäàíî ôîðìóëîé (2).

Çàìåòèì, ÷òî ýòà ôîðìóëà íå èñïîëüçóåò òîãî, ÷òî âåêòîðû e1, e2 � áàçèñíûå. Âàæíî
òîëüêî, ÷òî â âûáðàííîé êàðòå îáà ïîëÿ e1, e2 ïîñòîÿííû.

c. Äèôôåðåíöèàë k-ôîðìû.

Ïóñòü ω � äèôôåðåíöèàëüíàÿ k-ôîðìà â îáëàñòè U ⊂ Rn, ξ1 ∧ · · · ∧ ξk+1 � íåíóëåâîé
(k + 1)-ïîëèâåêòîð â T0Rn. Ôèêñèðóåì êàðòó â (Rn, 0) è â ýòîé êàðòå íàòÿíåì ïëîñêîñòü
Π íà âåêòîðû ξ1, . . . , ξk+1. Ïðîäîëæèì ýòè âåêòîðû â Π äî ïîñòîÿííûõ âåêòîðíûõ ïîëåé è
ðàññìîòðèì ïàðàëëåëåïèïåä

K =

{
k+1∑
1

xjξj|xj ∈ [0, 1]

}
.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Γj è Γ′j ãðàíè K, ïåðïåíäèêóëÿðíûå âåêòîðó ξj è ïðîõîäÿùèå ÷åðåç 0 è
êîíåö ξj ñîîòâåòñòâåííî. Îðèåíòèðóåì ýòè ãðàíè ïîëèâåêòîðîì

ξ(j) = ξ1 ∧ · · · ∧ ξ̂j ∧ · · · ∧ ξk+1.

Òîãäà ïðàâèëüíî îðèåíòèðîâàííàÿ ãðàíèöà ïàðàëëåëåïèïåäà K èìååò âèä:

∂K =
∑

j

(−1)j−1(Γ′j − Γj),

ïðîâåðüòå! Ðàññóæäàÿ, êàê â ïðèìåðå a, èìååì:
∫

∂Kε

ω =
∑

j

(−1)j−1

∫

ε(Γ′j−Γj)

ω ≈ εk
∑

j

(−1)j−1[ω(εξj; ξ(j))− ω(0; ξ(j))]

≈ εk+1
∑

j

(−1)j−1Lξj
ω(x; ξ(j))|x=0.

Ýòî ìîòèâèðóåò îïðåäåëåíèå äèôôåðåíöèàëà, ñôîðìóëèðîâàííîå â ñëåäóþùåì ðàçäåëå.

8 Îïðåäåëåíèå äèôôåðåíöèàëà, âäîõíîâëåííîå îïðåäåëåíèåì Àð-
íîëüäà.

(Ýòî îïðåäåëåíèå, âåðîÿòíî, ìîæíî íàéòè åùå ó Êàðòàíà.)

Ðàññìîòðèì ôîðìó ω ñòåïåíè k, è íàáîð èç k +1 âåêòîðîâ {ξ1, . . . , ξk+1} ⊂ Tx0M
n. Ïðî-

äîëæèì ýòè âåêòîðû ïîñòîÿííûìè âåêòîðíûìè ïîëÿìè â êàêîé-íèáóäü ñèñòåìå êîîðäèíàò;
âåêòîðû ýòèõ ïîëåé, ïðèíàäëåæàùèå TxU

n, îáîçíà÷èì ξj(x). Çíà÷åíèå äèôôåðåíöèàëà dω
â òî÷êå x0 íà íàáîðå ξ1, . . . , ξk+1 ∈ Tx0U

n îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé:

(3) dω(x0; ξ1, . . . , ξk+1) =
∑

j

(−1)jLξj(x0)ω(x; ξ1(x), . . . , ξ̂j(x) . . . ξk+1(x))|x=x0 .

Íóæíî äîêàçàòü êîððåêòíîñòü îïðåäåëåíèÿ (3), òî åñòü íåçàâèñèìîñòü ðåçóëüòàòà îò
âûáîðà ñèñòåìû êîîðäèíàò, â êîòîðîé âåêòîðû ξ1, . . . , ξk+1 ïðîäîëæàþòñÿ ïîñòîÿííûìè
ïîëÿìè. Ýòî ñäåëàíî â ñëåäóþùåé ëåêöèè.


