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Âíåøíèå ôîðìû è âíåøíåå óìíîæåíèå.

1 Âíåøíÿÿ ôîðìà íà Rn.

Îïðåäåëåíèå 1 Âíåøíÿÿ ôîðìà ïîðÿäêà k èëè k-ôîðìà ωk � ýòî ïîëèëèíåéíàÿ êîñî-
ñèììåòðè÷íàÿ (ìåíÿåò çíàê ïðè òðàíñïîçèöèè) ôóíêöèÿ íà íàáîðàõ èç k âåêòîðîâ.

Ïðèìåð 1 1-ôîðìû � ëèíåéíûå ôóíêöèîíàëû. Ââåä¼ì ñëåäóþùóþ êîîðäèíàòíóþ çàïèñü
1-ôîðì. Ïóñòü e = e1, . . . , en � áàçèñ â Rn, x1, . . . , xn � ñîîòâåòñòâóþùèå êîîðäèíàòû.
Òîãäà dx1, . . . , dxn � äâîéñòâåííûé ê e áàçèñ ôîðì:

dxj(ei) = δij.

Ïðîñòðàíñòâî 1-ôîðì íà Rn n-ìåðíî.

Ïðèìåð 2 n-ôîðìû íà Rn îáðàçóþò îäíîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî.

Òåîðåìà 1 Ïóñòü e = e1, . . . , en � áàçèñ, ξ1, . . . , ξn � âåêòîðû, Ξ � ìàòðèöà, j-é ñòîëáåö
êîòîðîé � êîîðäèíàòû âåêòîðà ξj â áàçèñå e. Òîãäà

(1) ω(ξ1, . . . , ξn) = (det Ξ)ω(e1, . . . , en).

Äîêàçàòåëüñòâî Â ñèëó ñâîéñòâ îïðåäåëèòåëÿ, ôîðìà

ω0(ξ1, . . . , ξn) = det Ξ

ïîëèëèíåéíà è êîñîñèììåòðè÷íà. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, n-ôîðìà çàäàåòñÿ îäíîçíà÷íî ñâîèì
çíà÷åíèåì íà îäíîì íàáîðå âåêòîðîâ. Ôîðìà, çàäàííàÿ ïðàâîé ÷àñòüþ (1), èìååò âèä Cω0

è, òåì ñàìûì � âíåøíÿÿ. Íà íàáîðå e îíà ïðèíèìàåò çíà÷åíèå ω(e1, . . . , en) è, òåì ñàìûì,
ñîâïàäàåò ñ ω. ¤

2 Ïîëèâåêòîðû
Îïðåäåëåíèå 2 Ïîëèâåêòîðû � ýòî êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè óïîðÿäî÷åííûõ íàáîðîâ èç
k âåêòîðîâ ïðîñòðàíñòâà Rn îòíîñèòåëüíî ñëåäóþùåãî îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè.

a) Âñå ëèíåéíî çàâèñèìûå íàáîðû ýêâèâàëåíòíû (íóëþ).
b) Äâà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ íàáîðà (ξ1, . . . , ξk) è (η1, . . . , ηk) ýêâèâàëåíèíû, åñëè îíè

ïîðîæäàþò îäíó è òó æå k-ìåðíóþ ïëîñêîñòü, è

det
(η1, . . . , ηk)

(ξ1, . . . , ξk)
= 1.

Ïîëèâåêòîð ñ ïðåäñòàâèòåëåì (ξ1, . . . , ξk) îáîçíà÷àåòñÿ ξ1 ∧ · · · ∧ ξk. Ïðîñòðàíñòâî ëè-
íåéíûõ êîìáèíàöèé ïîëèâåêòîðîâ îáîçíà÷àåòñÿ ΛkRn è k-é íàçûâàåòñÿ âíåøíåé ñòåïåíüþ
ïðîñòðàñòâà Rn.

Ïîëèâåêòîðû ïîëèëèíåéíû è êîñîñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî ñîìíîæèòåëåé.

Òåîðåìà 2 Âíåøíÿÿ ôîðìà åñòü ôóíêöèÿ íà ïîëèâåêòîðàõ.

Äîêàçàòåëüñòâî Äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü êîððåêòíîñòü � ñîâïàäåíèå çíà÷åíèé íà ýêâè-
âàëåíòíûõ ýëåìåíòîâ. Äëÿ ñëó÷àÿ a) ýòî ñëåäóåò èç êîñîé ñèììåòðèè, äëÿ ñëó÷àÿ b) îãðà-
íè÷èâàåì ôîðìó íà ïëîñêîñòü span(ξ1, . . . , ξk) è ïðèìåíÿåì òåîðåìó 1. ¤
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2.1 Îáîçíà÷åíèÿ.
Áàçèñíûå âåêòîðû â ïðîñòðàíñòâå ïîëèâåêòîðîâ Rn ñîîòâåòñòâóþò ïîäìíîæåñòâàì áàçè-
ñà â ïðîñòðàíñòâå Rn. Îáùåïðèíÿòûå îáîçíà÷åíèÿ êîäèðóþò ïîäìíîæåñòâî ñ ïîìîùüþ
ïåðå÷èñëåíèÿ âñåõ åãî ýëåìåíòîâ. Íèæå ïðåäëàãàþòñÿ áîëåå ýêîíîìíûå îáîçíà÷åíèÿ. Ïî-
ëîæèì:

• n = {1, . . . , n};
• Ck

n � ìíîæåñòâî âñåõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà n, ñîñòîÿùèõ èç k ýëåìåíòîâ;

• K ∈ Ck
n � îäíî òàêîå ïîäìíîæåñòâî;

• e � áàçèñ e1, . . . , en;

• ïóñòü K ∈ Ck
n, K = {j1, . . . , jk} , jl ↗, òîãäà eK � ïîëèâåêòîð ej1 ∧ · · · ∧ ejk

.

Ïðèìåð 3 en = e1 ∧ · · · ∧ en � n-ïîëèâåêòîð.

Ïðåäëîæåíèå 1 Åñëè e � áàçèñ â Rn, òî {eK|K ∈ Ck
n} � áàçèñ â ΛkRn.

Äîêàçàòåëüñòâî Êàæäûé ïîëèâåêòîð ðàçëàãàåòñÿ â ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ áàçèñíûõ.
Äîêàæåì ýòî èíäóêöèåé ïî ÷èñëó l âåêòîðîâ â ïîëèâåêòîðå, íå ñîâïàäàþùèõ ñ áàçèñíûì.
Ïðè l = 1 óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî.

Øàã îò l − 1 ê l. Ïóñòü ξl =
∑n

1 ξj
l ej. Òîãäà

ξ1 ∧ · · · ∧ ξl ∧ áàçèñíûå =
n∑

j=1

ξj
l (ξ1 ∧ · · · ∧ ξl−1 ∧ áàçèñíûå )

Ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâíà ëèíåéíîé êîìáèíàöèè áàçèñíûõ âåêòîðîâ ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóê-
öèè. ¤

3 Âíåøíåå ïðîèçâåäåíèå 1-ôîðì
Âíåøíåå ïðîèçâåäåíèå 1-ôîðì ω1, . . . , ωk îáîçíà÷àåòñÿ ω1 ∧ · · · ∧ ωk è îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäó-
þùèì îáðàçîì:

Îïðåäåëåíèå 3 Âíåøíåå ïðîèçâåäåíèå 1-ôîðì � ýòî ïîëèëèíåéíîå êîñîñèììåòðè÷íîå
îòîáðàæåíèå k-é ñòåïåíè ïðîñòðàíñòâà 1-ôîðì â ïðîñòðàíñòâî k-ôîðì, íîðìèðîâàííîå
óñëîâèåì: åñëè ωi(ξj) = δij, òî

(2) ω1 ∧ · · · ∧ ωk(ξ1 ∧ · · · ∧ ξk) = 1.

Òåîðåìà 3 Âíåøíåå ïðîèçâåäåíèå 1-ôîðì äåéñòâóåò íà ïîëèâåêòîðàõ ïî ôîðìóëå:

(3) ω1 ∧ · · · ∧ ωk(ξ1 ∧ · · · ∧ ξk) = det(aij), aij = ωi(ξj).

Äîêàçàòåëüñòâî Îáîçíà÷èì ÷åðåç A ìàòðèöó (aij). Îãðàíè÷èì ôîðìû ω1, . . . , ωk íà
ïëîñêîñòü, íàòÿíóòóþ íà âåêòîðû ξ1 . . . , ξk; îáîçíà÷èì îãðàíè÷åíèÿ ÷åðåç α1, . . . , αk. Åñ-
ëè ýòè îãðàíè÷åíèÿ ëèíåéíî çàâèñèìû, òî ìàòðèöà A âûðîæäåíà: det aij = 0. Åñëè îíè
ëèíåéíî íåçàâèñèìû, òî ñóùåñòâóåò áàçèñ β1, . . . , βk ∈ span (α1, . . . , αk), äâîéñòâåííûé ê
áàçèñó ξ1, . . . , ξk:

βi(ξj) = δij.
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Ïî îïðåäåëåíèþ,
β1 ∧ · · · ∧ βk(ξ1 ∧ . . . ξk) = 1.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ôîðìû αj îïðåäåëÿþòñÿ ñâîèìè çíà÷åíèÿìè íà âåêòîðàõ ξi. Ïîýòîìó

αi =
∑

j

αi(ξj)βj =
∑

j

aijβj.

Ðàññóæäàÿ, êàê â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1, ïîëó÷àåì:

α1 ∧ . . . αk(ξ1 ∧ · · · ∧ ξk) = det A.

Îòñþäà ñëåäóåò (3). ¤

4 Êîîðäèíàòíîå ïðåäñòàâëåíèå k-ôîðì
Òåîðåìà 4 Ëþáàÿ k-ôîðìà ðàçëàãàåòñÿ â ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ âíåøíèõ ïðîèçâåäåíèé
1-ôîðì.

Äîêàçàòåëüñòâî Ïóñòü e � áàçèñ e1, . . . , en, {eK|K ∈ Ck
n} � ñîîòâåòñòâóþùèé áàçèñ âíåø-

íåé ñòåïåíè ΛkRn. Îáîçíà÷èì ÷åðåç dx áàçèñ, äâîéñòâåííûé ê e:

dx = dx1, . . . , dxn, dxi(ej) = δij.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç {dxK|K ∈ Ck
n} áàçèñ, äâîéñòâåííûé ê {eK}:

dxK = dxj1 ∧ · · · ∧ dxjk

ïðè K = {j1, . . . , jk}, jl ↗. Òîãäà

dxK(eL) = δKL =

{
1 ïðè K = L

0 ïðè K 6= L

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè K = L, òî ωK(eL) = detE, ãäå E � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà k.
Åñëè K 6= L, òî ïðè j ∈ L \K, j-é ñòîëáåö ìàòðèöû (ωi(ej))i∈K,j∈L áóäåò íóëåâûì.

Òåì ñàìûì, ëþáàÿ âíåøíÿÿ k-ôîðìà åñòü ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ôîðì dxK, K ∈ Ck
n:

ωk =
∑

K∈Ck
n

aKdxK.

¤

5 Âíåøíåå ïðîèçâåäåíèå ôîðì

5.1 Äâà îïðåäåëåíèÿ âíåøíåãî ïðîèçâåäåíèÿ îäíî÷ëåíîâ
Îïðåäåëåíèå 4 Ïåðâîå îïðåäåëåíèå.

(4) (ω1 ∧ · · · ∧ ωk) ∧ (α1 ∧ · · · ∧ αl) = ω1 ∧ · · · ∧ ωk ∧ α1 ∧ · · · ∧ αl.

ïðàâàÿ ÷àñòü óæå îïðåäåëåíà.
Âòîðîå îïðåäåëåíèå.
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Ïóñòü ωk è αl � îäíî÷ëåíû:
ωk = ω1 ∧ · · · ∧ ωk, αl = α1 ∧ · · · ∧ αl.

Òîãäà
(5) ωk ∧ αl(ξ1 ∧ · · · ∧ ξk+l) =

∑
K∪L=k+l

K∈Ck
k+l

(−1)ν(ωk)(ξK) · αl(ξL),

ãäå ν � ÷åòíîñòü ïîäñòàíîâêè:
k + l → (K,L).

Çäåñü ïàðà (K,L) îçíà÷àåò óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî, â êîòîðîì ñíà÷àëà âûïèñàíû âñå
ýëåìåíòû ìíîæåñòâà K â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ íîìåðîâ, à çàòåì, â àíàëîãè÷íîì ïîðÿä-
êå, ýëåìåíòû ìíîæåñòâà L.
Òåîðåìà 5 Äâà îïðåäåëåíèÿ âíåøíåãî ïðîèçâåäåíèÿ ñîâïàäàþò.
Äîêàçàòåëüñòâî Ñëåäóåò èç òåîðåìû î ðàçëîæåíèè îïðåäåëèòåëÿ ïî ìèíîðàì. ¤

Òåîðåìà 6 Âíåøíåå ïðîèçâåäåíèå îäíî÷ëåíîâ àññîöèàòèâíî.
Äîêàçàòåëüñòâî Ñëåäóåò èç ïåðâîãî îïðåäåëåíèÿ. ¤

Òåîðåìà 7 Âíåøíåå ïðîèçâåäåíåè îäíî÷ëåíîâ êîñîêîììóòàòèâíî: åñëè ωk è αl�îäíî÷ëåíû,
òî

ωk ∧ αl = (−1)klαl ∧ ωk

Äîêàçàòåëüñòâî Ñëåäóåò èç êîñîêîììóòàòèâíîñòè âíåøíåãî ïðîèçâåäåíèÿ 1-ôîðì, êî-
òîðàÿ çàëîæåíà â îïðåäåëåíèå. ¤

5.2 Âíåøíåå ïðîèçâåäåíèå ïðîèçâîëüíûõ ôîðì
Íàïîìíèì, ÷òî âñÿêàÿ âíåøíÿÿ ôîðìà åñòü ñóììà îäíî÷ëåíîâ.
Îïðåäåëåíèå 5 Âíåøíåå ïðîèçâåäåíèå ôîðì îïðåäåëÿåòñÿ ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó: âíåø-
íåå ïðîèçâåäåíèå îäíî÷ëåíîâ ïðîäîëæàåòñÿ ïî äèñòðèáóòèâíîñòè.
Òåîðåìà 8 Òàê îïðåäåëåííîå âíåøíåå ïðîèçâåäåíèå êîñîêîììóòàòèâíî, àññîöèàòèâíî è
äèñòðèáóòèâíî.
Äîêàçàòåëüñòâî Äèñòðèáóòèâíîñòü çàëîæåíà â îïðåäåëåíèå. Àññîöèàòèâíîñòü âíåøíåãî
óìíîæåíèÿ îäíî÷ëåíîâ ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà âíåøíåå óìíîæåíèå èõ ñóìì ïî äèñòðèáóòèâ-
íîñòè. Òî æå îòíîñèòñÿ ê êîñîêîììóòàòèâíîñòè. ¤

Íåäîñòàòîê ýòîãî îïðåäåëåíèÿ ñîñòîèò â òîì. ÷òî ðåçóëüòàò ìîæåò çàâèñåòü îò ïðåä-
ñòàâëåíèÿ ôîðìû â âèäå ñóììû îäíî÷ëåíîâ. Ìû äîêàæåì, îäíàêî, ÷òî ýòîé çàâèñèìîñòè
íåò. Äëÿ ýòîãî äàäèì ýêâèâàëåíòíîå îïðåäåëåíèå âíåøíåãî ïðîèçâåäåíèÿ ôîðì.
Îïðåäåëåíèå 6 Âíåøíåå ïðîèçâåäåíèå k è l-ôîðì ωk è αl çàäàåòñÿ ôîðìóëîé (5) äëÿ
ëþáûõ k è l-ôîðì (à íå òîëüêî äëÿ îäíî÷ëåíîâ).
Òåîðåìà 9 Äâà îïðåäåëåíèÿ âíåøíåãî ïðîèçâåäåíèÿ ôîðì ýêâèâàëåíòíû.
Äîêàçàòåëüñòâî Äîêàæåì, ÷òî íîâîå îïðåäåëåíèå ñîâïàäàåò ñî ñòàðûì. Äåéñòâèòåëüíî,
åñëè ýòî ñîâïàäåíèå ïðîâåðåíî äëÿ ñëàãàåìûõ: ωk ∧ αl è ωk ∧ βl, òî îíî èìååò ìåñòî è
äëÿ ñóììû: ωk ∧ (αl + βl). Ïîýòîìó åãî äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü äëÿ îäíî÷ëåíîâ. Íî ýòî óæå
ñäåëàíî âûøå. ¤


