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Äèôôåðåíöèàëüíûå ôîðìû íà ïëîñêîñòè
(ïðîäîëæåíèå).

1 Âíåøíèå 2-ôîðìû íà ïëîñêîñòè
Îïðåäåëåíèå 1 Âíåøíåé 2-ôîðìîé íà ïëîñêîñòè íàçûâàåòñÿ áèëèíåéíàÿ êîñîñèììåò-
ðè÷åñêàÿ ôîðìà ω : R2 × R2 → R (èëè R2 × R2 → C).

Ïðèìåð 1 Ïóñòü e1, e2 � áàçèñ â R2, ξ1, ξ2 � äâà ïðîèçâîëüíûõ âåêòîðà. Ïóñòü Ξ ìàò-
ðèöà ïåðåõîäà îò áàçèñà e1, e2 ê áàçèñó ξ1, ξ2. Òîãäà

(1) ω : ξ1, ξ2 → det Ξ

ÿâëÿåòñÿ âíåøíåé 2-ôîðìîé. Áèëèíåéíîñòü è ñèììåòðè÷íîñòü ñëåäóþò èç ñâîéñòâ
îïðåäåëèòåëÿ.

Òåîðåìà 1 Ëþáàÿ 2-ôîðìà ω óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ:

(2) ω(ξ1, ξ2) = (det Ξ) ω(e1, e2).

Äîêàçàòåëüñòâî Ñ îäíîé ñòîðîíû, ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà (2) çàäàåò âíåøíþþ ôîðìó,
ïðèíèìàþùóþ íà e1, e2 çàäàííîå çíà÷åíèå. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, âíåøíÿÿ 2-ôîðìà íà ïëîñ-
êîñòè çàäàåòñÿ ñâîèì çíà÷åíèåì íà îäíîé ïàðå âåêòîðîâ, ñêàæåì, e1, e2, îäíîçíà÷íî. Ýòî
ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ 1. ¤

2 Äèôôåðåíöèàëüíûå 2-ôîðìû
Îïðåäåëåíèå 2 Äèôôåðåíöèàëüíàÿ 2-ôîðìà â îáëàñòè U ⊂ R2 �ýòî ñîîòâåòñòâèå,
êîòîðîå êàæäîé òî÷êå x ∈ U ñîïîñòàâëÿåò âíåøíþþ ôîðìó ω2(x; ·) íà TxU .

Ïðèìåð 2 Ðàññìîòðèì áàçèñ e1, e2 â R2. Îáîçíà÷èì ÷åðåç x, y êîîðäèíàòû â ýòîì áà-
çèñå, è ÷åðåç dx ∧ dy � ôîðìó ω2

0 òàêóþ, ÷òî

ω2
0(x; e1, e2) ≡ 1.

Çíàê ∧ îáîçíà÷àåò âíåøíåå óìíîæåíèå, êîòîðîå áóäåò îïðåäåëåíî íèæå. Ïîêà dx ∧ dy
âîñïðèíèìàåòñÿ êàê åäèíûé ñèìâîë.

Â ñèëå òåîðåìû 1, ëþáàÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ 2-ôîðìà íà ïëîñêîñòè èìååò âèä

ω2(x; ·) = a(x)dx ∧ dy.

ãäå
a(x) = ω2(x; e1, e2).

Ïî òåîðåìå 1,
ω2(x; ξ, η) = a(x)(ξ1η2 − ξ2η1),

ãäå (ξ1, ξ2) è (η1, η2) � êîîðäèíàòû âåêòîðîâ ξ, η ñîîòâåòñòâåííî â áàçèñå e1, e2.
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3 Ïðåîáðàçîâàíèå ôîðì è âåêòîðîâ ïðè çàìåíå êîîðäèíàò
Êàê èçâåñòíî, äèôôåðåíöèàë îòîáðàæåíèÿ ïåðåâîäèò êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî â òî÷êå
ïðîîáðàçà â êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî ê ñîîòâåòñòâóþùåé òî÷êå îáðàçà: äëÿ ξ ∈ TxU ,

h∗ξ = dhxξ ∈ Th(x)R2.

Ïî ôîðìå ω2, îïðåäåëåííîé â îáðàçå îòîáðàæåíèÿ h, ìîæíî îïðåäåëèòü îáðàòíûé îáðàç
ôîðìû ω íà ïðîîáðàçå îòîáðàæåíèÿ h :

(3) h∗ω2(x; ξ, η) = ω2(h(x); h∗ξ, h∗η).

4 Èíòåãðàëû îò 2-ôîðì íà ïëîñêîñòè: ýâðèñòè÷åñêîå îïðåäåëåíèå
Ðàññìîòðèì îðèåíòèðîâàííûé ðåïåðîì e1, e2 åäèíè÷íûé êâàäðàò

K = [0, 1]× [0, 1] ⊂ R2

è äèôôåðåíöèàëüíóþ ôîðìó ω2 íà íåì. Íåìåäëåííî âîçíèêàåò èíòåãðàë

I =

∫

K

ω2,

îïðåäåëÿåìûé ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ðàçîáüåì êâàäðàò K íà êâàäðàòû ñî ñòîðîíîé 1
n
; ïóñòü

Pn � ìíîæåñòâî èõ âåðøèí. Äëÿ êàæäîé âåðøèíû p ∈ Pn ðàññìîòðèì äâà âåêòîðà ξ(p) è
η(p) îò âåðøèíû p äî ëåâîé (ñîîòâåòñòâåííî, âåðõíåé) ñîñåäíåé âåðøèíû, ñì. ðèñ. 1

Ðèñ. 1: Èíòåãðàëüíàÿ ñóììà äëÿ 2-ôîðìû

Âîçíèêàåò èíòåãðàëüíàÿ ñóììà

Σn =
∑
p∈Pn

ω2(p; ξ(p), η(p)).

Èíòåãðàë I � ýòî, ïî îïðåäåëåíèþ, ïðåäåë

I = lim
n→∞

Σn.

Ïóñòü òåïåðü h : K → K = h(K) � äèôôåîìîðôèçì, ïðîäîëæàåìûé â îêðåñòíîñòü êâàä-
ðàòà K, è ω2 � 2-ôîðìà, çàäàííàÿ â îêðåñòíîñòè K. Ïîëîæèì:

Σ∗
n =

∑
p∈Pn

ω2(h(p); ξ∗(p), η∗(p)),
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ãäå ξ∗(p) è η∗(p) � äâà âåêòîðà îò âåðøèíû h(p) äî îáðàçà ëåâîé (ñîîòâåòñòâåííî, âåðõíåé)
ïî îòíîøåíèþ ê p âåðøèíû ðåøåòêè Pn. Èíòåãðàë

∫
K ω2 � ýòî ïðåäåë èíòåãðàëüíûõ ñóìì

Σ∗
n ïðè n →∞: ∫

K
ω2 = lim

n→∞
Σ∗

n.

Ìû íå áóäåì äîâîäèòü ýòî ýâðèñòè÷åñêîå îïðåäåëåíèå äî ôîðìàëüíîãî. Âìåñòî ýòîãî
ìû îïðåäåëèì èíòåãðàë, ïîëüçóÿñü ïàðàìåòðèçàöèåé K, à çàòåì äîêàæåì íåçàâèñèìîñòü
îò ïàðàìåòðèçàöèè.

Çàäà÷à 1 Äîêàçàòü, ÷òî åñëè h : U → V, g : V → W � äèôôåîìîðôèçìû, òî

(4) g∗ ◦ h∗ = (h ◦ g)∗.

5 Èíòåãðàëû 2-ôîðì: ôîðìàëüíîå îïðåäåëåíèå
Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà åäèíè÷íûé êâàäðàò K è ôîðìó ω2 íà íåì. Ïîëîæèì:

(5)
∫

K

ω2 =

∫

K

ω2(x; e1, e2)dxdy.

Ïóñòü òåïåðü h : K → K ⊂ R � äèôôåîìîðôèçì, è ω2 � ôîðìà íà K. Òîãäà

(6) I :=

∫

K
ω2 :=

∫

K

g∗ω2.

Îòîáðàæåíèå h èãðàåò ðîëü ïàðàìåòèçàöèè. Íóæíî äîêàçàòü, ÷òî èíòåãðàë I îò íåå íå
çàâèñèò.

Ðàññìîòðèì äâà äèôôåîìîðôèçìà h1 è h2 : K → K è ïîëîæèì: g = h−1
2 ◦ h1 : K → K.

Äîêàçàòü ñîâïàäåíèå èíòåãðàëîâ 6 ïðè h = h1 è h = h2 � âñå ðàâíî, ÷òî äîêàçàòü

(7)
∫

K

α2 =

∫

K

g∗α2,

ãäå α2 = h∗1ω
2. Äîêàæåì (7). Ïî îïðåäåëåíèþ (3),

g∗α2(x, y; ξ, η) = α2(g(x, y); g∗ξ, g∗η)

Äàëåå, ïî (5)

I =

∫

K

g∗α2 =

∫

K

g∗α2(x, y; e1, e2)dxdy =

∫

K

α2(g(x, y); g∗e1, g∗e2)dxdy =

=

∫

K

α2(g(x, y); e1, e2) det (dgx,y) dxdy.

Ïîëîæèì: (u, v) = g(x, y). Òîãäà ïî ôîðìóëå çàìåíû ïåðåìåííîé
∫

K

g∗α2 =

∫

K

α2(u, v; e1, e2)dudv =

∫

K

α2.
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6 Äèôôåðåíöèàë 1-ôîðìû
Ìû ïåðåõîäèì êî âòîðîìó öåíòðàëüíîìó îïðåäåëåíèþ � äèôôåðåíöèàëà 1-ôîðìû.

Ïî äàííîé ôîðìå ω1 ìû îïðåäåëèì íîâóþ ôîðìó ω2 = dω1. Äîñòàòî÷íî äëÿ êàæäîãî
x îïðåäåëèòü dω1(x; e1, e2).

Îòîæäåñòâèì êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî Tx ñ åãî ïðîåêöèåé πxTx íà ïëîñêîñòü: πx(ξ) =
x+ξ. Îòîáðàæåíèå πx èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ëèíåéíîé çàìåíû êîîðäèíàò, íî ìåíÿåòñÿ
ïðè íåëèíåéíîé çàìåíå. Ïîëîæèì:

Kx,ε = ε{t1e1 + t2e2|tj ∈ [0, 1]} ⊂ TxR2.

Òåì æå ñèìâîëîì ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ïðîåêöèþ πx : Kx,ε → R2.

Îïðåäåëåíèå 3 (Àðíîëüä)

(8) dω1(x; e1, e2) = lim ε−2

∫

∂Kx,ε

ω1.

Ñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëà íåî÷åâèäíî; ìû äàäèì íàáðîñîê äîêàçàòåëüñòâà è îäíîâðåìåííî
âûâåäåì ÿâíóþ ôîðìóëó äëÿ dω1.

Òåîðåìà 2 Åñëè ôîðìà ω1 èìååò âèä

(9) ω1 = f(x, y)dx + g(x, y)dy,

òî ïðåäåë (8) ñóùåñòâóåò, è

dω1(x, y; ·) =

(
∂g

∂x
− ∂f

∂y

)
(x, y)dx ∧ dy,

dω1(x, y; e1, e2) =

(
∂g

∂x
− ∂f

∂y

)
(x, y).

Çàìå÷àíå 1 Èç îïðåäåëåíèÿ íåìåäëåííî ñëåäóåò, ÷òî äèôôåðåíöèàë òî÷íîé 1-ôîðìû
ðàâåí íóëþ. Ýòî ñëåäóåò òàêæå èç ïîñëåäíåé ôîðìóëû.

Äîêàçàòåëüñòâî Ðàññìîòðèì êâàäðàò

K = Kx,y,1 ⊂ Tx,yR2.

Åãî îðèåíòèðîâàííàÿ ãðàíèöà èìååò âèä

∂K = Γ2 + Γ′1 − Γ′2 − Γ1.

Çäåñü Γj � ýòî ñòîðîíà, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç (x, y), ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ âåêòîðó ej è îðèåíòè-
ðîâàííàÿ âåêòîðîì ei, i 6= j, Γ′j � ïàðàëëåëüíàÿ åé ñòîðîíà, ñì. ðèñ. 2. Îòñþäà

∂Kx,ε = ε(Γ2 + Γ′1 − Γ′2 − Γ1).

Òîãäà äëÿ ω = ω1,
∫

∂Kε

ω =

∫

εΓ2

ω +

∫

εΓ′1

ω−
∫

εΓ′2

ω−
∫

εΓ1

ω =

∫

εΓ2

ω(x, 0)− ω(x, εe2) +

∫

εΓ′1

ω(εe1, y)− ω(0, y) =
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Ðèñ. 2: Îðèåíòèðîâàííàÿ ãðàíèöà êâàäðàòà

= ε

∫ 1

0

ω(εt, 0; e1)− ω(εt, εe2; e1) + ε

∫ 1

0

ω(εe1, εt; e2)− ω(0, εt; e2).

Íî ïðè t ∈ [0, 1],
ω(εt, 0; e1)− ω(εt, εe2; e1) = −ε

∂f

∂y
+ o(ε),

ω(εe1, εt; e2)− ω(0, εt; e2) = ε
∂g

∂x
+ o(ε).

Ïîýòîìó ∫

∂Kε

ω ≈ ε2(
∂g

∂x
− ∂f

∂y
).

Ñëåäîâàòåëüíî,

(10) dω(0; e1, e2) = (
∂g

∂x
− ∂f

∂y
)(0).

Ìû íå îáîñíîâàëè ïîäðîáíî îöåíêè îñòàòî÷íûõ ÷ëåíîâ; ýòî ïðåäëàãàåòñÿ ñäåëàòü â
êà÷åñòâå çàäà÷è.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà êîððåêòíîñòè îïðåäåëåíèÿ íóæíî åùå ïðîâåðèòü, ÷òî äèôôåðåí-
öèàë íå ìåíÿåòñÿ ïðè èçìåíåíèè àôôèííîé ñòðóêòóðû ïðîñòðàíñòâà. Ñäåëàåì íåëèíåé-
íóþ çàìåíó: x 7→ x + O(|x|2). Òîãäà îòîáðàæåíèå π0 èçìåíèòñÿ: îáðàçû êâàäðàòà K0,ε ïðè
ïðîåêöèÿõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòàðîé è íîâîé ñòðóêòóðå, îòëè÷àþòñÿ íà O(ε2), ñì. ðèñ.3.

Èíòåãðàëû îò ôîðìû ω1 ïî ãðàíèöàì ýòèõ äâóõ (êðèâîëèíåéíûõ) ïàðàëëåëîãðàììîâ
îòëè÷àþòñÿ íà O(ε3). Ìû íå áóäåì çäåñü ýòîãî äîêàçûâàòü. ¤

7 Ôîðìóëà Ãðèíà, îíà æå � ôîðìóëà Ñòîêñà äëÿ ïëîñêîñòè
Òåîðåìà 3 Äëÿ ëþáîé êóñî÷íî-ãëàäêîé êðèâîé γ, îãðàíè÷èâàþùåé îáëàñòü Ω ⊂ R2 : γ =
∂Ω, è ëþáîé 1-ôîðìû ω1 â Ω:

(11)
∫

∂Ω

ω1 =

∫

Ω

dω1.

Äðóãèìè ñëîâàìè, ∫

γ

fdx + gdy =

∫

Ω

(gx − fy)dxdy.
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Ðèñ. 3: Äâå ïðîåêöèè ïàðàëëåëîãðàììà, ðàñïîëîæåííîãî â êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå

Äîêàçàòåëüñòâî Åñëè îáëàñòü Ω ñîñòàâëåíà èç äâóõ ÷àñòåé: Ω1 è Ω2, òî ôîðìóëó Ñòîêñà
äîñòàòî÷íî äîêàçàòü äëÿ êàæäîé èç íèõ; äëÿ âñåé îáëàñòè Ω îíà ñëåäóåò èç àääèòèâíîñòè
èíòåãðàëà ïî îáëàñòè, à òàêæå òîãî, ÷òî èíòåãðàëû ïî îáùåé ÷àñòè ãðàíèöû îáëàñòåé Ω1

è Ω2 óíè÷òîæàþòñÿ, ñì. ðèñ. 4.

Ðèñ. 4: Ôîðìóëà Ñòîêñà äëÿ îáëàñòè, ñîñòàâëåííîé èç äâóõ ÷àñòåé

Îáëàñòü ñ êóñî÷íî-ãëàäêîé ãðàíèöåé ìîæíî ðàçáèòü íà êðèâîëèíåéíûå òðåóãîëüíèêè,
à òå, â ñâîþ î÷åðåäü, � íà ãëàäêèå îáðàçû êâàäðàòîâ, ñì. ðèñ. 5.

Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ôîðìóëó Ñòîêñà äëÿ îáðàçà êâàäðàòà, èëè, åùå ïðîùå,
äëÿ ñàìîãî êâàäðàòà. Îòìåòèì, ÷òî gdy|Γ2∪Γ′2 = 0, fdx|Γ1∪Γ′1 = 0. Ïîýòîìó

∫

∂K

fdx + gdy =

∫

Γ′1

gdy −
∫

Γ1

gdy −
(∫

Γ′2

fdx−
∫

Γ2

fdx

)
=: I1 − I2.

Î÷åâèäíî,
I1 =

∫ 1

0

(g(1, y)− g(0, y))dy

I2 =

∫ 1

0

(f(x, 1)− f(x, 0))dx

Ïî ôîðìóëå Íüþòîíà-Ëåéáíèöà

g(1, y)− g(0, y) =

∫ 1

0

∂g

∂x
(x, y)dx
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Ðèñ. 5: Ðàçáèåíèå ïëîñêîé îáëàñòè

f(x, 1)− f(x, 0) =

∫ 1

0

∂f

∂y
(x, y)dy

Çàìåíÿÿ êðàòíûé èíòåãðàë ïîâòîðíûì, ïîëó÷àåì:

I1 − I2 =

∫ 1

0

dx

∫ 1

0

∂g

∂x
dy −

∫ 1

0

dy

∫ 1

0

∂f

∂y
dx =

∫

K

(
∂g

∂x
− ∂f

∂y

)
dxdy =

∫

K

dω1.

¤

Çàìå÷àíå 2 Â ïåðåõîäå îò êðèâîëèíåéíîãî êâàäðàòà K ê ñòàíäàðòíîìó êâàäðàòó K ìû
èñïîëüçîâàëè òîò ôàêò, ÷òî

d(g∗ω) = g∗(dω).

Ýòî óòâåðæäåíèå ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ â êîîðäèíàòàõ; ïðåäëàãàåòñÿ ñäåëàòü ýòî â êà÷å-
ñòâå çàäà÷è. Êðîìå òîãî, ìû íå äîêàçàëè íåçàâèñèìîñòè äèôôåðåíöèàëà îò âûáðàííîé
ñèñòåìû êîîðäèíàò: ïðè íåëèíåéíîé çàìåíå êîîðäèíàò ïðîåêöèÿ πxKx,ε ìåíÿåòñÿ. Ýòî
òàêæå íåòðóäíî ñäåëàòü íà ïëîñêîñòè. Îáå òðóäíîñòè áóäóò ïðåîäîëåíû ïðè èçëîæå-
íèè îáùåé òåîðèè.


