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Äèôôåðåíöèàëüíûå ôîðìû íà ïëîñêîñòè.
Äàíû ôóíêöèÿ è êðèâàÿ íà ïëîñêîñòè. Íàéòè èíòåãðàë ýòîé ôóíêöèè ïî êðèâîé.

Òàêàÿ çàäà÷à íå èìååò ñìûñëà. Èíòåãðèðîâàòü ôóíêöèè ïî êðèâûì (íå çàäàâ íà íèõ äî-
ïîëíèòåëüíîé ñòðóêòóðû) íåëüçÿ. Èíòåãðèðîâàòü ïî êðèâûì ìîæíî òîëüêî 1-ôîðìû.

1 1-ôîðìû.
Îïðåäåëåíèå 1 Îäèí-ôîðìà â îáëàñòè U íà ïëîñêîñòè � ýòî ôóíêöèÿ íà êàñàòåëüíîì
ðàññëîåíèè, ëèíåéíàÿ ïî ñëîÿì. Áîëåå ïîäðîáíî,

ω : TU → R, (x, ξ) 7→ ω(x; ξ),

ãäå x ∈ U, ξ ∈ TxU � ýòî îòîáðàæåíèå, ãëàäêîå ïî x è ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì x
ëèíåéíîå ïî ξ.

Çàìå÷àíå 1 Ïðè ôèêñèðîâàííîì x, 1-ôîðìà � ýòî ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë íà êàñàòåëü-
íîì ïðîñòðàíñòâå TxU .

Êîîðäèíàòíàÿ çàïèñü. Åñëè x = (x1, x2) � êàðòà íà U , òî âñå êàñàòåëüíûå ïðîñòðàí-
ñòâà ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ ïîìîùüþ ñäâèãà. ×åðåç dx1, dx2 îáîçíà÷àåòñÿ êàðòà íà ëþáîì
èç èõ, ò.å. êîîðäèíàòû â áàçèñå e1 = (1, 0), e2 = (0, 1) íà TxU . Çàïèñü:

(1) ω(x; ξ) = a(x)dx1 + b(x)dx2,

ãäå ξ = (dx1, dx2). ×àñòî âìåñòî x1, x2, x ïèøåì x, y, (x, y):

(2) ω(x, y, ξ) = a(x, y)dx + b(x, y)dy,

ãäå ξ = (dx, dy).

Ïðèìåð 1 Îñíîâíûì ïðèìåðîì ÿâëÿåòñÿ äèôôôåðåíöèàë ôóíêöèè � 1-ôîðìà âèäà

(3) df : (x, y; ξ) 7→ ∂f

∂x
(x, y)dx +

∂f

∂y
(x, y)dy

Ôîðìà âèäà (3) íàçûâàåòñÿ ïîëíûì äèôôåðåíöèàëîì èëè òî÷íîé ôîðìîé.
Òî÷íûå ôîðìû èãðàþò îñîáåííî âàæíóþ ðîëü â àíàëèçå.

2 Êðèòåðèé òî÷íîñòè.
Êàê ïî ôîðìå (1) èëè (2) óçíàòü, òî÷íà îíà èëè íåò? Äðóãèìè ñëîâàìè, ñóùåñòâóåò ëè
ôóíêöèÿ f òàêàÿ, ÷òî ôîðìà èìååò âèä (3)?

Òåîðåìà 1 Ôîðìà (2) ñ C2-ãëàäêèìè êîýôôèöèåíòàìè òî÷íà â îäíîñâÿçíîé îáëàñòè U
íà ïëîñêîñòè, åñëè è òîëüêî åñëè â ýòîé îáëàñòè

(4) ∂a

∂y
≡ ∂b

∂x
.
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Ðèñ. 1: Ïóòè èíòåãðèðîâàíèÿ äëÿ íàõîæäåíèå ïîòåíöèàëà è ñîñòàâëåííûé èç íèõ çàìêíó-
òûé êîíòóð

Äîêàçàòåëüñòâî Íåîáõîäèìîñòü íåìåäëåííî ñëåäóåò èç òåîðåìû î ðàâåíñòâå ñìåøàííûõ
ïðîèçâîäíûõ.

Äîñòàòî÷íîñòü äîêàæåì ñíà÷àëà äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà îáëàñòü U ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîóãîëüíè-
êîì. Ïóñòü a = (x0, y0) öåíòð ýòîãî ïðÿìîóãîëüíèêà. Äëÿ ëþáîãî (x, y) ∈ U , ïîëîæèì:

(5) f(x, y) =

∫ x

x0

a(t, y0)dt +

∫ y

y0

b(x, t)dt,

ñì. ðèñ. 1a.
Î÷åâèäíî, ÷òî

(6) ∂f

∂y
(x, y) = b(x, y).

Íî âåðíà òàêæå ôîðìóëà

(7) ∂f

∂x
(x, y) = a(x, y).

Ïî÷åìó? À ïîòîìó, ÷òî, êàê äîêàçàíî íèæå,

(8) f(x, y) =

∫ y

y0

b(x0, t)dt +

∫ x

x0

a(t, y)dt,

ñì. ðèñ. 1b.
Ôîðìóëà (7) íåìåäëåííî ñëåäóåò èç (8). Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî äâà âûðàæåíèÿ ôóíê-

öèè f , çàäàííûå ôîðìóëàìè (5), (8), ñîâïàäàþò. Äðóãèìè ñëîâàìè, I2 − I1 = 0, ãäå

(9) I1 =

∫ x

x0

a(t, y)dt−
∫ x

x0

a(t, y0)dt,

(10) I2 =

∫ y

y0

b(x, t)dt−
∫ y

y0

b(x0, t)dt.

Òåïåðü â èãðó âñòóïàåò ðåøàþùåå ñîîáðàæåíèå: îò èíòåãðàëîâ ïî ñòîðîíàì ïðÿìî-
óãîëüíèêà ìû ïåðåõîäèì ê èíòåãðàëó ïî âñåìó ïðÿìîóãîëüíèêó Π (ñ âåðøèíàìè (x0, y0) è
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(x, y) íà äèàãîíàëè è ñî ñòîðîíàìè, ïàðàëëåëüíûìè îñÿì, ñì. ðèñ. 1c. À èìåííî, ïî òåîðåìå
î ðàâåíñòâå êðàòíîãî è ïîâòîðíîãî èíòåãðàëîâ

I2 =

∫

Π

∂b

∂x
dxdy, I1 =

∫

Π

∂a

∂y
dxdy.

Â ñèëó ðàâåíñòâà (4), I1 = I2. Ýòî äîêàçûâàåò òåîðåìó, êîãäà U � ïðÿìîóãîëüíèê. ¤
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû äëÿ áîëåå îáùåé îáëàñòè äàíî íèæå.
Ôóíêöèÿ f , äèôôåðåíöèàëîì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ôîðìà ω, íàçûâàåòñÿ ïîòåíöèàëîì

ýòîé ôîðìû.

3 Èíòåãðèðîâàíèå 1-ôîðì
Åñëè â îáëàñòè U çàäàíû 1-ôîðìà è íåïàðàìåòðèçîâàííàÿ îðèåíòèðîâàííàÿ êðèâàÿ Γ,
ñðàçó âîçíèêàåò èíòåãðàë

(11) I =

∫

Γ

ω = lim
diam P→0

Σn−1
0 ω(xj; ξj),

ãäå ξj = xj+1−xj, P = (x0, . . . , xn) � ðàçáèåíèå êðèâîé Γ. Ðàçáèåíèå P � ýòî óïîðÿäî÷åííûé
íàáîð òî÷åê xj ∈ Γ, j = 0, . . . , n; òî÷êè x0 è xn � ñîîòâåòñòâåííî, íà÷àëî è êîíåö êðèâîé
Γ; diam P = max |xj+1 − xj|, ñì. ðèñ. 2.

Ðèñ. 2: Èíòåãðàë îò 1-ôîðìû ïî êðèâîé

Ìû íå áóäåì äîêàçûâàòü ñõîäèìîñòü èíòåãðàëüíûõ ñóìì (11), îñòàâèâ ôîðìóëó (11) â
êà÷åñòâå ýâðèñòè÷åñêîãî îïðåäåëåíèÿ èíòåãðàëà. Ôîðìàëüíîå îïðåäåëåíèå çâó÷èò òàê.

Îïðåäåëåíèå 2 Ïóñòü γ : [0, 1] → U � ïàðàìåòðèçîâàííàÿ êðèâàÿ. Òîãäà

(12) I =

∫

γ

ω =

∫ 1

0

ω(γ(t); γ̇(t))dt.
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Ïóñòü (dx, dy)(γ̇(t)) = γ̇1(t), γ̇2(t). Òîãäà, çàïèñàâ ôîðìó ω â êîîðäèíàòàõ (x, y), ñì. (2),
ïîëó÷àåì: ∫

γ

ω =

∫ 1

0

(a(γ(t))γ̇1(t) + b(γ(t))γ̇2(t))dt.

Ïóñòü Γ = γ([0, 1]). Íóæíî äîêàçàòü, ÷òî èíòåãðàë (12) çàâèñèò òîëüêî îò Γ, à íå îò
ïàðàìåòðèçàöèè γ. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì äðóãóþ ïàðàìåòðèçàöèþ λ : [0, 1] → Γ, êîòîðàÿ
ñîõðàíÿåò îðèåíòàöèþ.

Ïóñòü λ−1 ◦ γ = h : [0, 1] → [0, 1]. Òîãäà

γ(t) = λ ◦ h(t), γ̇(t) = λ̇ ◦ h(t) · ḣ(t).

Ïîëîæèì: h(t) = τ , òîãäà dτ = ḣ(t)dt. Ïî (12), èìååì:
∫

γ

ω =

∫ 1

0

ω(γ(t); γ̇(t))dt =

∫ 1

0

ω(λ ◦ h(t); λ̇ ◦ h(t) · ḣ(t))dt =

∫ 1

0

ω(λ(τ); λ̇(τ))dτ.

Ýòî ïîêàçûâàåò, ÷òî çàìåíà îòîáðàæåíèÿ γ íà λ â èíòåíðàëå (12) íå ìåíÿåò çíà÷åíèÿ
èíòåãðàëà.

Ìû ìîæåì äîêàçàòü òåïåðü êðèòåðèé òî÷íîñòè â ëþáîé îäíîñâÿçíîé îáëàñòè.

Òåîðåìà 2 Ïóñòü ôîðìà ω = adx + bdy çàäàíà â îäíîñâÿçíîé îáëàñòè è â íåé óäîâëå-
òâîðÿåò óñëîâèþ ay = bx. Òîãäà îíà òî÷íà.

Äîêàçàòåëüñòâî Âîçüìåì áàçèñíóþ òî÷êó p ∈ U è ñîåäèíèì ëþáóþ òî÷êó q ∈ U ñ p
ãëàäêîé êðèâîé γ. Îðèåíòèðóåì åå îò p ê q è ïîëîæèì:

f =

∫

Γ

ω.

Ýòî îïðåäåëåíèå çàâèñèò òîëüêî îò êîíöà êðèâîé q, à íå îò âûáîðà êðèâîé Γ. Äåéñòâèòåëü-
íî, èíòåãðàëû ïî äâóì ðàçíûì êðèâûì ñ îáùèì íà÷àëîì è êîíöîì ðàâíû. Äîêàæåì ýòî
óòâåðæäåíèå. Ðàçíîñòü äâóõ êðèâûõ ñ îáùèì íà÷àëîì è êîíöîì � ýòî çàìêíóòàÿ êðèâàÿ,
êîòîðàÿ ñòÿãèâàåòñÿ, ïîñêîëüêó îáëàñòü îäíîñâÿçíà. Ñòÿãèâàåìîñòü îçíà÷àåò, ÷òî ñóùå-
ñòâóåò ãëàäêîå îòîáðàæåíèå åäèíè÷íîãî êâàäðàòà h : K → U, K = {(t, s)|t ∈ [0, 1], s ∈
[0, 1]} òàêîå, ÷òî h|s=1 = γ; íà îñòàëüíîé ÷àñòè ãðàíèöû êâàäðàòà h ≡ p. Ðàññìîòðèì
ôîðìó h∗ω = α, α(u; η) = ω(h(u); h∗η) Ëîêàëüíî ω = dF ; òîãäà

α = d(F ◦ h)

(èíâàðèàíòíîñòü ïåðâîãî äèôôåðåíöèàëà).
Ôîðìà α òî÷íà â ïðÿìîóãîëüíèêå. Åå èíòåãðàë ïî ãðàíèöå ïðÿìîóãîëüíèêà, ñ îäíîé

ñòîðîíû, ðàâåí
∫

γ
ω è ñèëó èíâàðèàíòíîñòè èíòåãðàëà; ñ äðóãîé ñòîðîíû, îí ðàâåí íóëþ,

êàê óñòàíîâëåíî â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1.
¤

4 Èíòåãðàëû îò òî÷íûõ 1-ôîðì
Òåîðåìà 3 Èíòåãðàë îò òî÷íîé 1-ôîðìû ïî êðèâîé ðàâåí ðàçíîñòè çíà÷åíèé ïîòåíöè-
àëà â íà÷àëå è â êîíöå êðèâîé.
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Äîêàçàòåëüñòâî Ïóñòü ω = df â áëàñòè U, γ : [0, 1] → U � êðèâàÿ. Ðàññìîòðèì èíòåãðàë

I =

∫

γ

ω =

∫ 1

0

ϕ(t)dt,

ãäå
ϕ(t) = ω(γ(t); γ̇(t)).

Äîêàæåì, ÷òî

(13) ϕ(t) =
d

dt
f ◦ γ(t).

Äåéñòâèòåëüíî,
ω(γ(t); γ̇(t)) =

∂f

∂x
◦ γ(t) · γ̇1(t) +

∂f

∂y
◦ γ(t) · γ̇2(t).

Îòñþäà ñëåäóåò (13). Ïî ôîðìóëå Íüþòîíà-Ëåéáíèöà,

I = f(γ(1))− f(γ(0)).

¤

Ñëåäñòâèå 1 Èíòåãðàë îò òî÷íîé ôîðìû ïî çàìêíóòîìó êîíòóðó ðàâåí íóëþ.

5 Ãîëîìîðôíûå 1-ôîðìû
Òåîðèÿ 1-ôîðì çíà÷èòåëüíî îáîãàùàåòñÿ, åñëè ðàññìàòðèâàòü íå òîëüêî âåùåñòâåííûå,
íî è êîìïëåêñíî ëèíåéíûå ôóíêöèîíàëû íà êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå. Êîìïëåêñíîé 1-
ôîðìîé íà îáëàñòè U ⊂ R2 íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå

ω : TU → C, (x, ξ) 7→ ω(x; ξ),

âåùåñòâåííî ëèíåéíîå ïî ξ ∈ TxU .
Ââåäåì íà R2 = C êîìïëåêñíóþ êîîðäèíàòó z. Ïðîñòðàíñòâî âåùåñòâåííî-ëèíåéíûõ

êîìïëåêñíîçíà÷íûõ ôîðì íà R2 ëèíåéíî è äâóìåðíî íàä C. Áàçèñ â ýòîì ïðîñòðàíñòâå
ôîðì îáðàçóþò ôîðìû dx è dy, à òàêæå dz = dx + idy è dz̄ = dx− idy. Ïðîñòðàíñòâî TzC
ëèíåéíî (è îäíîìåðíî) íàä C. Ôîðìà dz âàæíà òåì, ÷òî îíà C-ëèíåéíà:

dz(iξ) = idz(ξ),

(ïðîâåðüòå!), à ôîðìà dz̄ àíòèëèíåéíà:

dz̄(iξ) = −idz̄(ξ).

Íàïîìíèì

Îïðåäåëåíèå 3 Ôóíêöèÿ f ∈ C1(U) ãîëîìîðôíà, åñëè åå äèôôåðåíöèàë C-ëèíååí. Äðó-
ãèìè ñëîâàìè, ñóùåñòâóåò êîìïëåêñíàÿ ïðîèçâîäíàÿ

df

dz
= lim

h→0

f(z + h)− f(z)

h
.

Îïðåäåëåíèå 4 Ôîðìà ω = f(z)dz ñ ãîëîìîðôíûì êîýôôèöèåíòîì f íàçûâàåòñÿ ãîëî-
ìîðôíîé 1-ôîðìîé.
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Òåîðåìà 4 Ãîëîìîðôíàÿ 1-ôîðìà â îäíîñâÿçíîé îáëàñòè íà ïëîñêîñòè C òî÷íà.

Äîêàçàòåëüñòâî Êàê èçâåñòíî, ãîëîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ f(z) = u(x, y) + iv(x, y) óäîâëå-
òâîðÿåò óñëîâèÿì Êîøè-Ðèìàíà. Íàïîìíèì èõ.

Ïóñòü 1 ∈ TzU � âåêòîð ñ êîìïëåêñíîé êîîðäèíàòîé 1. Òîãäà

df(z; 1) = ux(x, y) + ivx(x, y),

df(z; i) = uy(x, y) + ivy(x, y) = idf(z; 1).

Îòñþäà:
ux = −vy, vx = uy.

Ýòî è åñòü óñëîâèÿ Êîøè-Ðèìàíà. Çàìåòèì, ÷òî

f(z)dz = udx− vdy + i(vdx + udy) = ω1 + iω2.

Èç óñëîâèé Êîøè-Ðèìàíà ñëåäóåò, ÷òî îáå ôîðìû ω1 è ω2 â îäíîñâÿçíîé îáëàñòè òî÷íû.
¤

Ñëåäñòâèå 2 (Èíòåãðàëüíàÿ òåîðåìà Êîøè) Èíòåãðàë îò ãîëîìîðôíîé ôîðìû f(z)dz
ïî çàìêíóòîìó êîíòóðó, ñòÿãèâàåìîìó â îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ôîðìû, ðàâåí íóëþ.

Çàäà÷à 1 Ïóñòü äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè g, çàäàííîé íà äèñêå, àíòèëèíååí:

dg(z; iξ) = −idg(z, ξ).

Áóäåò ëè êàêàÿ-íèáóäü èç ôîðì: gdz, gdz̄ òî÷íà?

6 Âåêòîðíûé àíàëèç íà ïëîñêîñòè.
Îïðåäåëåíèå 5 Ãðàäèåíò ôóíêöèè � ýòî âåêòîð, ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå íà êîòîðûé
ðàâíî äèôôåðåíöèàëó ôóíêöèè.

Çàäà÷à 2 Çíà÷åíèå df íà ξ = (dx, dy) ∈ TxR2 ðàâíî

(14) dfx(ξ) =
∂f

∂x1

(x)dx +
∂f

∂x2

(x)dy.

Ñëåäñòâèå 3 Â îðòîãîíàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò

(15) (gradf)(x) =

(
∂f

∂x1

(x),
∂f

∂x2

(x)

)
.

Îñòîðîæíî: ôîðìóëà (14) âåðíà â ëþáîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, à ôîðìóëà (15) � òîëüêî
â îðòîãîíàëüíîé.

Ñ êàæäûì âåêòîðíûì ïîëåì v íà ïëîñêîñòè ñâÿçàíû äâå ôîðìû: ôîðìà ðàáîòû ωv è
ôîðìà ïîòîêà ϕv:

(16) ωv(x; ξ) = (v(x), ξ(x))

(17) ϕv(x; ξ) = det(v(x), ξ) = dV (v(x), ξ).

Îáîçíà÷åíèÿ âûáðàíû òàê, ÷òîáû íàïîìèíàòü ñëîâà work è �ow.
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Çàäà÷à 3 Ôîðìà ðàáîòû äëÿ ãðàäèåíòíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ òî÷íà.

Îïðåäåëåíèå 6 Äèôôåðåíöèàë 1-ôîðìû ω = adx+bdy - ýòî 2-ôîðìà dω = (bx−ay)dx∧dy.

Ìîòèâèðîâêà ýòîãî îïðåäåëåíèÿ è åãî íåçàâèñèìîñòü îò êîîðäèíàò îáñóæäàþòñÿ â ñëå-
äóþùåé ëåêöèè.

Îïðåäåëåíèå 7 Äèâåðãåíöèÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ � ýòî ôóíêöèÿ, ïðîèçâåäåíèå êîòîðîé íà
ôîðìó îáúåìà ðàâíî äèôôåðåíöèàëó ôîðìû ïîòîêà ïîëÿ.

Çàäà÷à 4 Âûðàçèòü äèâåðãåíöèþ ïîëÿ ÷åðåç åãî êîýôôèöèåíòû â ñèìïëåêòè÷åñêîì áà-
çèñå.

Îïðåäåëåíèå 8 Ñèìïëåêòè÷åñêèé áàçèñ íà ïëîñêîñòè � ýòî òîò, â êîòîðîì ôîðìà
îáúåìà èìååò âèä dx ∧ dy.

Îïðåäåëåíèå 9 Ëàïäàñèàí ôóíêöèè f � ýòî äèâåðãåíöèÿ åå ãðàäèåíòà.

∆f = div grad f.

Çàäà÷à 5 Âûðàçèòü ëàïëàñèàí ÷åðåç ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè â îðòîãîíàëüíûõ
êîîðäèíàòàõ.

Ôîðìóëà Ãðèíà: äëÿ îáëàñòè Ω ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé
∫

∂ω

ϕv =

∫

ω

div vdV.

Çàäà÷à 6 Ïîòîê ãðàäèåíòà ôóíêöèè ÷åðåç ãðàíèöó îáëàñòè ðàâåí èíòåãðàëó ïî îáëàñòè
îò ëàïëàñèàíà ýòîé ôóíêöèè.


