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�Öàðñêèé ïóòü� â ïðîñòðàíñòâî L2.

1 Îðãàíèçàöèÿ êóðñà
1. Äîìàøíèå çàäàíèÿ (20%)

2. 4 15-ìèíóòíûå òåîðåòè÷åñêèå êîíòðîëüíûå (20%)

3. Îñíîâíàÿ ÷àñòü ëèñòêîâ (20%)

4. Ýêçàìåí + äîïîëíèòåëüíàÿ ÷àñòü ëèñòêîâ (40%)
Êàæäàÿ ÷àñòü: 10 áàëëîâ; îäíà çàäà÷à ñî ∗ � îäèí áàëë â 4-óþ ÷àñòü; 10 çàäà÷ ñî ∗ �

ìîæíî íå ïèñàòü ýêçàìåí.

2 Òðàäèöèîííîå îïðåäåëåíèå ïðîñòðàíñòâà L2

(íà Ω = [a, b] èëè íà Ω = R)
Îïðåäåëåíèå 1 L2 � ýòî ïðîñòðàíñòâî èçìåðèìûõ ôóíêöèé íà Ω, ñóììèðóåìûõ (èí-
òåãðèðóåìûõ) ñ êâàäðàòîì:

∫
Ω

f 2(x)dx < ∞.
Ñòóïåíè ê ýòîìó îïðåäåëåíèþ:
• ìåðà Ëåáåãà

• èçìåðèìûå ôóíêöèè

• èíòåãðàë Ëåáåãà
Òî÷íåå, ýëåìåíò ïðîñòðàíñòâà L2 � ýòî êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè ôóíêöèé: äâå ôóíêöèè

ýêâèâàëåíòíû, åñëè îíè ñîâïàäàþò ïî÷òè âñþäó.

3 �Öàðñêèé ïóòü� ïî Àðíîëüäó: êîðîòêîå îïðåäåëåíèå
L2

Îïðåäåëåíèå 2 Âåùåñòâåííîå ïðîñòðàíñòâî L2(Ω) � ýòî ïîïîëíåíèå ïðîñòðàíñòâà
C0(Ω) (âåùåñòâåííûå íåïðåðûâíûå ôóíêöèè f : Ω → R ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì) ïî
íîðìå:

(1) ||f ||2 =

∫

Ω

f 2(x)dx

Çàìå÷àíå 1 Ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà, ïîýòîìó (1) � èíòåãðàë Ðèìàíà.
Îïðåäåëåíèå 3 Êîìïëåêñíîå ïðîñòðàíñòâî L2 � òî æå, íî ôóíêöèè êîìïëåêñíîçíà÷-
íûå, f : Ω → C, è ||f ||2 =

∫
Ω
|f(x)|2dx.

Òåîðåìà 1 (î ïîïîëíåíèè) Ëþáîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî X ñ ìåòðèêîé ρ ìî-
æåò áûòü ïîïîëíåíî: ñóùåñòâóåò ïðîñòðàíñòâî X̃ ⊃ X ñ ìåòðèêîé ρ̃ òàêîå, ÷òî

X̃ ïîëíî;
X ïëîòíî â X̃;
ρ̃|X×X = ρ

Òî÷êè X̃ � êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé Êîøè â X. Äâå ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè (fn) è (gn) ýêâèâàëåíòíû, åñëè ρ(fn, gn) → 0 ïðè n →∞.
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4 Åâêëèäîâû è ãèëüáåðòîâû ïðîñòðàíñòâà
Åâêëèäîâî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå:

E × E → R, {ξ, η} 7→ (ξ, η):
(10) Áèëèíåéíîñòü
(20) Ñèììåòðè÷íîñòü
(30) Ïîëîæèòåëüíîñòü: (x, x) > 0; (x, x) = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x = 0
Êîíå÷íîìåðíûé ñëó÷àé � åâêëèäîâ; áåñêîíå÷íîìåðíûé � ãèëüáåðòîâ.

Òåîðåìà 2 (óïðàæíåíèå) Âñå n-ìåðíûå åâêëèäîâû ïðîñòðàíñòâà èçîìåòðè÷íû.

Ñëåäñòâèå 1 Â L2 äåéñòâóåò ïðèâû÷íàÿ ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòóèöèÿ: ëþáîå äâóìåðíîå
(òðåõìåðíîå) ïðîñòðàíñòâî â L2 èçîìåòðè÷íî R2 (ñîîòâåòñòâåííî, R3).

5 Íåðàâåíñòâî Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî
Â L2(Ω,R)

(2) |
∫

Ω

fgdx| 6
√∫

f 2dx

∫
g2dx

Ïî÷åìó âåðíî (2)? Ïîòîìó ÷òî

(3) | cos ϕ| < 1 ∀ϕ ∈ R

Îáúÿñíåíèå 1 Ïëîñêîñòü â L2(Ω,R), íàòÿíóòàÿ íà f, g ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì
(2), èçîìåòðè÷íà ïëîñêîñòè R2 ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì

(u, v) = |u||v| cos ∠(u, v).

çíà÷èò, èç (3) ñëåäóåò |(u, v)| 6 |u||v|, îòêóäà ñëåäóåò (2).

6 Îáùèé âèä ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà â êîíå÷íîìåðíîì
ïðîñòðàíñòâå E (R2 èëè R3)

Ïóñòü ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë l : E → R ëèíååí íàä R, E � åâêëèäîâî.

Òåîðåìà 3 ∃η : l(ξ) = (ξ, η)∀ξ.

Äîêàçàòåëüñòâî Ðàññìîòðèì ãèïåðïëîñêîñòü L = {l = 0}. Âîçüìåì

n ⊥ L, (n, n) = 1; η = l(n) · n.

Ïðîèçâîëüíûé âåêòîð x ðàçëàãàåòñÿ â ñóììó ξ + αn, ξ ∈ L. Òîãäà l(ξ + αn) = αl(n). Íî

(x, η) = (ξ + αn, l(n)n) = αl(n).

Ñëåäîâàòåëüíî, l(ξ) = (ξ, η). ¤
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7 Ëèíåéíûå ôóíêöèîíàëû â L2 : îãðàíè÷åííîñòü è íåïðå-
ðûâíîñòü.

Îïðåäåëåíèå 4 Ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë íà ïîäìíîæåñòâå C ⊂ L2 � ýòî ëèíåéíîå îòîá-
ðàæåíèå l : C → R.

Îïðåäåëåíèå 5 Ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë l : C → R îãðàíè÷åí, åñëè îí îãðàíè÷åí íà ïåðå-
ñå÷åíèè C c åäèíè÷íîé ñôåðîé S = {f ∈ L2|||f || = 1}.

Òåîðåìà 4 Åñëè ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë l : C0 → R îãðàíè÷åí, òî îí ïðîäîëæàåòñÿ äî
íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ l̃ : L2 → R.

Äîêàçàòåëüñòâî Ïóñòü |l(f)| 6 M ∀f ∈ S ∩ C0. Òîãäà ∀f ∈ C0, |l(f)| 6 M ||f ||. Ïóñòü
(fn) ∼ ϕ ∈ L2 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Êîøè â C0 ñ íîðìîé (1). Òîãäà l(fn) � ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü Êîøè â R, ïîñêîëüêó

|l(fn)− l(fm)| 6 M ||fn − fm||.
Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò lim l(fn) = l(ϕ). ¤

8 Îáùèé âèä ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà â L2 = L2(Ω,R)

Òåîðåìà 5 Ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé ôóíêöèîíàë â L2 èìååò âèä l(f) = (f, g).

Äàëüíåéøàÿ ÷àñòü ëåêöèè � äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû.

Ëåììà 1 Ïîäïðîñòðàíñòâî L = {ϕ ∈ L2|λ(ϕ) = 0} çàìêíóòîþ

Äîêàçàòåëüñòâî Ïóñòü ϕn ∈ L, ϕn → ϕ â L2. Òîãäà |l(ϕ − ϕn)| 6 M ||ϕ − ϕn|| → 0. Íî
l(ϕn) = 0 ⇒ l(ϕ) = 0. ¤

Ëåììà 2 Êàæäîå çàìêíóòîå ïîäïðîñòðàíñòâî L ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà H èìååò
îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå L⊥.
Äîêàçàòåëüñòâî Íàì íóæíî äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî ξ ∈ H ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå
ðàçëîæåíèå

ξ = η + ζ, η ∈ L, ζ ∈ L⊥
Â êà÷åñòâå ζ âîçüì¼ì âåêòîð ìèíèìàëüíîé íîðìû ñ íà÷àëîì â ξ è êîíöîì íà L, ðàâ-

íîñèëüíî, íàéä¼ì η ∈ L, äëÿ êîòîðîãî ||ξ − η|| ìèíèìàëüíà. Äîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå,
åäèíñòâåííîñòü òàêîãî âåêòîðà, è ïåðïåíäèêóëÿðíîñòü ζ ê L.
Åäèíñòâåííîñòü. Ïóñòü ñóùåñòâóþò äâà êðàò÷àéøèõ âåêòîðà ñ íà÷àëîì â òî÷êå ξ è êîí-
öîì íà L. Ïðîâåäåì ïëîñêîñòü ÷åðåç êîíåö ξ , ñîäåðæàùóþ ýòè äâà âåêòîðà. Ïîëó÷èì äâà
ïåðïåíäèêóëÿðà èç òî÷êè íà ïðÿìóþ, ñóùåñòâîâàíèå êîòîðûõ çàïðåùåíî ïëàíèìåòðèåé.
Ñóùåñòâîâàíèå. Ïóñòü s = infη∈L ||ξ − η||. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (ηn) : ||ξ −
ηn|| → s. Äîêàæåì, ÷òî (ηn) � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Êîøè. Ïîëîæèì: ζn = ξ − ηn. Ïóñòü ζn

è ζm ε-áëèçêè ê s. Ïðîâåäåì òðåõìåðíîå ïðîñòðàíñòâî ÷åðåç âåêòîðû ξ, ηm, ηn è îïóñòèì
ïåðïåíäèêóëÿð ζ ′ íà ïëîñêîñòü ηm, ηn èç òî÷êè ξ. Èìååì: s 6 ||ζ ′|| 6 ||ζj||, j = m,n.
Ñëåäîâàòåëüíî, 0 < ||ζj|| − ||ζ ′|| < ε. Ïîýòîìó ||ζj − ζ ′|| <

√
Cε, ãäå C íå çàâèñèò îò

m,n. Íî ||ηj − η′|| = ||ζj − ζ ′||. Ñëåäîâàòåëüíî,||ηj − η′|| <
√

Cε. Íàêîíåö, ïî íåðàâåíñòâó
òðåóãîëüíèêà,

||ηm − ηn|| < 2
√

Cε.
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Òåì ñàìûì, ηn → η, ξ − η = ζ, ||ζ|| = minη∈L ||ξ − η||, è η è åñòü òðåáóåìûé âåêòîð.
Ïåðïåíäèêóëÿðíîñòü ζ ê L. Âîçüìåì ζε = ζ+εη. Èìååì: η ∈ L, (ζ, ζ) > (ζε, ζε) ïðè ε 6= 0.
Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ

(ζε, ζε) = (ζ, ζ) + ε(ζ, η) + ε2(η, η)

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ n′ε(0) = (ζ, η) = 0, ïîñêîëüêó 0 � ìèíèìóì nε.
Ëåììà 2 äîêàçàíà. ¤
Âîçâðàùàÿñü ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû, âîçüìåì åäèíè÷íûé âåêòîð n ⊥ L = {l = 0}.

Ïîëîæèì λ = l(n), η = λn. Òîãäà l(ξ) = (ξ, η), ñì. åâêëèäîâ ñëó÷àé. Òåîðåìà 5 äîêàçàíà.


