
Óêàçàíèÿ è îòâåòû ê âàðèàíòó 1 îò 18 èþíÿ 2012

1. Ïðèìåíÿåì òåîðåìó Ñòîêñà ê ôîðìå ðàáîòû ω = ydx− xdy; dω = −2dx ∧ dy.
Èñêîìàÿ ðàáîòà ðàâíà ìèíóñ óäâîåííîé ïëîùàäè îáëàñòè.
Îòâåò:−8

3
.

2. ∫

Ω

dx ∧ dy =

∫

∂Ω

xdy =

∫ 1

0

(t3 − t5)(2t− 6t5)dt

Îòâåò: 8
1155

.

3. Ôîðìà ω = sin3 xdx+cos2 ydy çàìêíóòà: dω = 0. ×òîáû çàìêíóòàÿ ôîðìà ω áûëà
òî÷íîé, äîñòàòî÷íî è íåîáõîäèìî, ÷òîáû åå èíòåãðàëû ïî îáðàçóþùèì ïåðâîé ãðóïïû
ãîìîëîãèé ðàâíÿëèñü íóëþ. Äëÿ òî÷íîñòè íà òîðå íóæíî ðàâåíñòâî íóëþ èíòåãðàëîâ

I1 =

∫ 2π

0

sin3 xdx è I2 =

∫ 2π

0

cos2 ydy.

Áåç âû÷èñëåíèé: I1 = 0 6= I2. Ïîýòîìó ôîðìà ω íà òîðå íå òî÷íà.
Òî÷íîñòü íà öèëèíäðå ðàâíîñèëüíà ðàâåíñòâó I1 = 0.
Îòâåò: ôîðìà ω òî÷íà íà öèëèíäðå è íå òî÷íà íà òîðå.

4. a) Íóæíî ïðîâåðèòü, ÷òî dG ∧ dH(p) 6= 0.
b)

df

dg
(p) =

dF ∧ dH

dG ∧ dH
(p) =

7

9

5. a) ×òîáû îòîáðàæåíèå áûëî ëîêàëüíûì äèôôåîìîðôèçìîì â äàííîé òî÷êå,
íóæíà íåâûðîæäåííîñòü åãî ïðîèçâîäíîé â ýòîé òî÷êå.

a + 2bz 6= 0 ∀ z : |z| < 1 ⇔ |a| ≥ 2|b|.

b) Äèôôåîìîðôèçì ñõðàíÿåò äèâåðãåíöèþ, åñëè åãî ïðîèçâîäíàÿ ñîõðàíÿåò îáúåì:

b = 0, |a| = 1.

c) Êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå âñåãäà ñîõðàíÿåò íàïðàâëåíèå ãðàäèåíòà:

|a| ≥ 2|b|.

d) Ãðàäèåíò ñîõðàíÿåòñÿ ïðè èçîìåòðèÿõ è òîëüêî ïðè íèõ:

b = 0, |a| = 1.
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6. Ãðàäèåíò ñôåðè÷åñêè ñèììåòðè÷íîé ôóíêöèè íàïðàâëåí ïî ðàäèóñó. Ïîëå v
èìååò âèä v(x) = e−2r+3r x̄

r
. Ïîýòîìó èñêîìûé ïîòåíöèàë ðàâåí

U(x) = F (|x|), F =

∫
e−2r+3rdr.

Îòâåò:
F (r) = −e−2r+3

(
r

2
+

1

4

)
, U(x) = F (|x|).

7. a) Ïîëå v(x) � ðàäèàëüíîå, ñëåäîâàòåëüíî, ãðàäèåíòíîå. Íî rot grad = 0.
Îòâåò:

rot v ≡ 0.

b) Ïî ôîðìóëå d2 = 0, èìååì: div rot = 0. Íî div v 6= 0 (ïðîñòîå âû÷èñëåíèå).

8. Äàííàÿ ôóíêöèÿ � ãàðìîíè÷åñêàÿ âíå òî÷åê e1, e2,−e3. Ïîòîê åå ãðàäèåíòà ÷å-
ðåç çàìêíóòóþ ïîâåðõíîñòü ðàâåí ñóììå ïîòîêîâ òîãî æå ãðàäèåíòà ÷åðåç ñôåðû ñ
öåíòðàìè â òåõ òî÷êàõ e1, e2,−e3, êîòîðûå ëåæàò âíóòðè ïîâåðõíîñòè. Ïîëóîñè äàííî-
ãî ýëëèïñîèäà íàïðàâëåíû ïî îñÿì x1, x2, x3 è ðàâíû

√
5
2
,

√
5
4
è

√
5
6
ñîîòâåòñòâåííî.

Òîëüêî òî÷êà −e3 ëåæèò âíå ýëëèïñîèäà.
Îòâåò: −12π.

9. Èìååì: dω = dV = dx ∧ dy ∧ dz. Ïî ôîðìóëå Ñòîêñà, èñêîìûé èíòåãðàë ðàâåí
îáúåìó òåëà âíóòðè ðàññìàòðèâàåìîé ïîâåðõíîñòè.

Îòâåò: a) 1 b) 8π.

10. Êîðàçìåðíîñòü 2. Ãðàíèöà ìàëîãî äèñêà ñ öåíòðîì â âûêîëîòîé òî÷êå îãðàíè-
÷èâàåò îáëàñòü íà òîðå, è èíòåãðàë ïî ýòîé ãðàíèöå îò çàìêíóòîé ôîðìû ðàâåí íóëþ
ïî ôîðìóëå Ñòîêñà.
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