æÁËÕÌØÔÅÔ íÁÔÅÍÁÔÉËÉ çõ { œûü. çÅÏÍÅÔÒÉÑ. 1 ËÕÒÓ. íÏÄÕÌØ III. ìÉÓÔÏË 10 (18 ÑÎŒÁÒÑ 2010)

ðÒÏÅËÔÉŒÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ

ç10⋄1. œ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ËÁÒÔÅ U_0 ⊂ P_2 ÄÁÎÙ ËÒÉŒÙÅ Á) y = x^2 Â) y = x^3 Œ) y^2 + (x − 1)^2 = 1 Ç) y^2 = x^2(x + 1) . îÁÐÉÛÉÔÅ ÉÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ Œ ËÁÒÔÁÈ U_1 É U_2 É ÎÁÒÉÓÕÊÔÅ ŒÓÅ ÜÔÉ 12 ËÒÉŒÙÈ.

ç10⋄2. œÌÏÖÉÍ ÅŒËÌÉÄÏŒÕ ÐÌÏÓËÏÓÔØ R^2 Œ CP_2 Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÊ ÞÁÓÔÉ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ËÁÒÔÙ U_0. îÁÊÄÉÔÅ Œ CP_2 ÄŒÅ ÔÏÞËÉ, ÌÅÖÁÝÉÅ ÎÁ ŒÓÅÈ ËÒÉŒÙÈ ÓÔÅÐÅÎÉ 2, ŒÉÄÎÙÈ Œ R^2 ËÁË ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ËÏÎÉËÁ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ ÜÔÉ ÄŒÅ ÔÏÞËÉ É ÉÍÅÀÝÁÑ ÈÏÔÑ ÂÙ 3 ÎÅËÏÌÌÉÎÅÁÒÎÙÅ ÔÏÞËÉ Œ R^2, ÂÕÄÅÔ ŒÉÄÎÁ Œ R^2 ËÁË ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ?

ç10⋄3 (ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÁÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÁÑ ËÒÉŒÁÑ). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ 2-ÍÅÒÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ U ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ ff_0t_0 + ff_1t_1 ÏÔ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ (t_0; t_1) Ó ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÏÊ (ff_0 : ff_1) ÎÁ

P_1 = P(U) É ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ S^dU ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ^d ∑ n=0 (_d n ) a_nt^n_0 t^{d−n}_1 ÓÔÅÐÅÎÉ d ÏÔ (t_0; t_1) Ó

ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ (a_0 : a_1 : : : : : a_n) ÎÁ P_d = P(S^dU). ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÏÐÉÓÁÎÎÙÅ ÎÉÖÅ ËÒÉŒÙÅ C ⊂ P_d ÐÅÒÅŒÏÄÑÔÓÑ ÄÒÕÇ Œ ÄÒÕÇÁ ÐÏÄÈÏÄÑÝÉÍÉ ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÍÉ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ.

Á) (ËÒÉŒÁÑ œÅÒÏÎÅÚÅ) C ÅÓÔØ ÏÂÒÁÚ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ c_d : P(U)^{⊂ →d} � P(S^dU).

Â) C ⊂ P(S^dU) ÚÁÄÁčÔÓÑ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ËŒÁÄÒÁÔÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ rk ( a_0 a_1 a_2 : : : a_{d−1} a_1 a_2 a_3 : : : a_d ) = 1 Œ) C | ÏÂÒÁÚ ÌÀÂÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ P_1^F� P_n ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ Œ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÆÏÒ- ÍÕÌÏÊ (x_0 : x_1) −→ (f_0(x_0; x_1) : f_1(x_0; x_1) : · · · : f_d(x_0; x_1)) , ÇÄÅ f_0; f_1; : : : ; f_d ∈ k[x_0; x_1] | ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÅ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÓÔÅÐÅÎÉ d .

Ç) C | ÏÂÒÁÚ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ’_{p0;p1;:::;pd} : P_1 � P_d ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ Œ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÆÏÒÍÕÌÏÊ x = (x_0 : x_1) −→

(_1

det(p_0;x) : 1 det(p_1;x) : · · · : 1 det(p_d;x) ) , ÇÄÅ p_˚ = (ff_˚ : fi_˚ ) ∈ P_1 | ÐÏÐÁÒÎÏ ÒÁÚÎÙÅ ÔÏÞËÉ, É det(p_˚ ; x) = ff_˚ x_1 − fi_˚ x_0 .

Ä) úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ n + 3 ÔÏÞËÉ p_1; p_2; : : : ; p_n; a; b; c ∈ P_n, ÎÉËÁËÉÅ (n + 1) ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ ÌÅÖÁÔ Œ ÏÄÎÏÊ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ ‘_i ≃ P_1 ÐÕÞÏË ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÅÊ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÊ ÞÅÒÅÚ n − 1 ÔÏÞÅË p_˚ | ŒÓÅ, ËÒÏÍÅ p_i, É ÚÁÄÁÄÉÍ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ _{ij} : ‘_j^∼� ‘_i ÍÅÖÄÕ ÜÔÉÍÉ ÐÕÞËÁÍÉ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ 3 ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÐÕÞËÁ ‘_j, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÅ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÉ a, b, c, ÐÅÒÅÈÏÄÉÌÉ Œ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ 3 ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÐÕÞËÁ ‘_i; ËÒÉŒÁÑ C = ∪_{H∈‘1} H ∩ _{21}(H) ∩ : : : ∩ _{n1}(H) .

ç10⋄4. ìÀÂÙÅ ÌÉ n + 3 ÔÏÞËÉ Œ P_n, ÎÉËÁËÉÅ n + 1 ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÍÙ, ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÊ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ËÒÉŒÏÊ?

ç10⋄5. ìÀÂÙÅ ÌÉ m + 1 ÔÏÞÅË ËÒÉŒÏÊ œÅÒÏÎÅÚÅ C_d ⊂ P_d ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ ÐÒÉ 1 ⩽ m ⩽ d? ç10⋄6. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÊ ÞÅÔŒčÒËÉ ÒÁÚÎÙÈ ÔÏÞÅË p_1; p_2; p_3; p_4 ∈ P_1 ÄŒÏÊ- ÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ [p_1; p_2; p_3; p_4]^{def}= (det(p_1; p_3) · det(p_2; p_4)) : (det(p_1; p_4) · det(p_2; p_3)) ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ É ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, É ÞÔÏ ÄŒÅ ÞÅÔŒčÒËÉ ÔÏÞÅË ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏ ÜËŒÉŒÁ- ÌÅÎÔÎÙ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÉÈ ÄŒÏÊÎÙÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÏÄÉÎÁËÏŒÙ.

ç10⋄7. ðÕÓÔØ [p_1; p_2; p_3; p_4] = # . îÁÊÄÉÔÅ [p_{œ(1)}; p_{œ(2)}; p_{œ(3)}; p_{œ(4)}] ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏË œ ∈ S_4 É ÏÐÉÛÉÔÅ ŒÓÅ #, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÏÔŒÅÔÏŒ ÂÕÄÅÔ ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍ ÄÌÑ ÏÂÝÅÇÏ # .

ç10⋄8 (ÞÅÔÙÒčÈŒÅÒÛÉÎÎÉË). 6 ÐÒÑÍÙÈ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÈ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÅ ÐÁÒÙ ÉÚ ÞÅÔÙÒčÈ ÔÏÞÅË a; b; c; d ∈ P_2 , ÎÉËÁËÉÅ 3 ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ ËÏÌÌÉÎÅÁÒÎÙ, ÐÏÐÁÒÎÏ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ ÅÝč Œ ÔÒčÈ ÔÏÞ- ËÁÈ x; y; z , ËÏÔÏÒÙÅ ÓÏÅÄÉÎÑÀÔÓÑ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÀ ÅÝč ÔÒÅÍÑ ÐÒÑÍÙÍÉ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÔÒÉ ÞÅÔŒčÒËÉ ÐÒÑÍÙÈ, ŒÙÄÅÌÅÎÎÙÈ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ Œ ÐÕÞËÁÈ ÐÒÑÍÙÈ Ó ÃÅÎÔÒÁÍÉ Œ x; y; z, ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÍÉ^1.

1ÔÏÞËÉ p_1; p_2; p_3; p_4 ∈ P_1 ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÍÉ, ÅÓÌÉ [p_1; p_2; p_3; p_4] = −1